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绪论 


Kuler 在 1772 年 发 现 了 下 列 有 趣 的 事实 。 

当 T= 0, Í, oar 40 时 ， m2—w+4l 均 是 素数 。 

这 一 事实 , 与 所 谓 的 Gauss 的 类 数 工 问题 密切 相关 ， 因 为 我 
们 有 下 列 的 命题 A. 

命题 A(Rabinovitchis) Je 了 方 因子 整数 D<0, Ds 
L(mod 信 。 则 当 w=0, 1, PPT whet tt Pl 均 表 


素数 的 充 要 条 件 是 虚 二 次 域 @@(w/ 万 ) 的 整数 环 是 唯一 分 解 的 ， 即 
Q0./ DI NBRAL, 

FU MQ(./ 一 163 ) 的 类 数 是 二 所 以 我 们 由 定理 4 
立即 得 出 Euler 断言 的 真实 性 。 

同样 的 , 我 们 可 以 有 下 面 的 命题 B. 

命题 BBE!) 设 无 平方 因子 整数 =4N?+1， 其 中 
TERR N>1, W4e=l1, 2, =, 入 -1 时 ， 和 -rx- 必 均 表 素 
数 的 充 要 条 件 是 实 二 次 域 Q@CYD) 的 整数 环 是 唯一 分 解 的 ， 即 
Q( VD) 的 类 数 为 1, 

Hy NV =13 m, D= 677, 而 QC 677 ) 的 类 数 为 1， 所 以 我 
们 有 下 列 事实 

W eal, 2, «+, 12 Ay, 169- s-e 均 是 素数 。 

这 样 寻找 类 数 为 上 的 二 次 数 域 是 一 个 既 古 老 又 很 有 意义 的 问 
题 。 这 个 问题 是 Gauss 提出 的 。Gauss 在 其 名 著 《Disquisitiones 
Arithmeticaes (< 算术 研究 》, 于 1801 年 ，Gauss 24 岁 时 出 版 ) 中 ， 
提出 下 列 三 个 著名 的 猜想 ,它们 用 现代 语言 叙述 , 即 为 

L. HAR D>- comp, i —K MO D) 的 类 数 h(D) 一 


2 [at 


十 CC; 

2. 正好 存在 九 个 类 数 为 工 的 虚 二 次 域 ,十 八 个 类 数 为 2 的 崎 
二 次 域 和 十 六 个 类 数 为 3 的 虚 二 次 域 , 等 等 ， 

B. 存在 元 穷 多 个 类 数 为 1 的 实 二 次 域 . 

1918 一 1934 年 间 ，Hecke!131, Deuring!3!, Mordell®@” 以 及 
Heilbronn 89 等 人 的 工作 ， 完 全 解决 了 Gauss 的 第 一 个 猜想 ， 即 
A TIREE O, 

定理 C(Hecke-Deuring-Mordell—Heilbronn) 

h(D)+> +00, i] D> - 0, 
KEDR KAMO(/D) HAWK, AO) 为 其 类 数 。 

f£ Heilbronn 和 Linfoot®") (1934) 工作 的 基础 上 ，K. 
Heegner:*9] A. Baker!*) y A. Stark (95~991+199] 的 工作 ， 完 全 解决 
了 Gauss 关于 类 数 工 和 2 的 虚 二 次 域 的 猜想 ， 即 有 下 列 的 定理 
D, 

定理 D(Heegner-Baker-Stark) ”分别 正好 有 九 个 和 十 八 个 
类 数 为 和 2 的 虚 二 次 数 域 ,它们 的 判别 式 分 别 是 -3，-4, -7, 
-8, - 11, -i9, -48, -67, -163 (这 些 的 类 数 为 1 和 -15,， 
~20, -24, -35, —40, -51, -52, -88, -91, -115, -116, 
~123, -148, -187, -235, —267, —403, — 427 (这 些 的 类 数 
Ai), 

ia 5b, O.L. Siegel 921 (1935) 和 Tatuzawall03l (1951) 的 工作 
给 出 了 下 面 的 定理 也, 

定理 上 (Siegel-Tatuzawa) ”对 任 给 的 正常 数 6>0, 均 存在 
可 以 有 效 计算 的 正常 数 Cs， 使 得 至 多 除去 一 个 二 次 数 域 以 外 , 恒 
有 | 

h(D)Rp>C;'D.2~, 
这 里 DAD) 分 别 表示 二 次 数 域 @(v D) KARR, 类 数 ,而 Ro 
是 上 (对 虚 二 次 域 ) 或 正则 子 ( 对 实 二 次 数 域 ) 。 

关于 虚 二 次 域 的 Gauss 类 数 猜 想 ， 最 后 是 由 卫 .Goldfeldt2al 

(1975), B. Gross $ D. Zagier 1231 (1983) 的 工作 解决 的 ， BIA FE i 


结论 ] | 3 
的 定理 了 上 。 

£1 F(Goldfeld-Gross-Zagier) 对 判别 式 为 已 的 虚 二 次 数 
BQ yD), onan 


hD) > yg (og|D|) AG -Ex e), 


Ma p ERIO La) AE r ENAS. 

我 们 做 了 参考 文献 中 的 [57] (1986)， 上 述 常数 55 可 以 改进 
为 54. 

Goldfald 的 想法 是 利用 椭圆 曲线 理论 中 的 BSD 猜想 , 把 上 述 
定理 的 证 明 归 结 为 找到 一 条 椭 加 曲线 ， 它 的 Hasse-Weil 工 -函数 
在 s=1 处 有 一 个 三 阶 零点 。 Gross 和 Zagier 花 了 7 年 的 功夫 完 
成 了 后 一 任务 。 

这 样 下 一 步 的 任务 ， 理 所 当然 地 转向 了 关于 实 二 次 域 的 
Gauss 类 数 猜 想 (3) 。 

由 上 述 的 Siegel-Tatuzawa 定理 可 以 看 到 , KKR D) 
有 关 问 题 的 困难 还 在 天 亡 的 沂 谓 的 正则 子 logeo， 其 中 上 on 为 
Q( VD) 的 基本 单位 ， 

现在 关于 实 二 次 域 方面 的 结果 还 非常 不 完善 ， 即 使 在 小 正则 
子 时 的 情况 , 也 只 相当 于 虚 二 次 域 在 六 十 年 代 以 前 的 水 平 上 ,所 以 
还 有 许多 工作 可 做 。 现 在 的 状况 见 第 六 章 。 

本 书 的 目的 , 一 方面 概述 虚 二 次 域 方面 的 卓越 成 黑 , 另 一 方面 
着 重 叙 述 实 二 次 域 方面 的 情况 ， 

本 书 第 一 章 讲述 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 ， 它 的 本 身 似乎 
非常 初等 和 简单 ， 但 是 却 在 关于 实 二 次 域 的 研究 中 起 着 非常 重要 
的 作用 , 究 其 原因 , 还 是 上 述 的 正则 子 在 作怪 。 

第 二 章 讲述 二 元 二 次 型 与 二 次 域 的 一 般 理 论 ， 这 些 内 容 是 经 
典 的 , 例如 可 见 华 罗 庚 的 数论 导 引 >, 只 有 个 别 的 新 结果 ， 例 如 关 
于 某 些 完全 特征 和 的 公式 和 实 二 次 域 的 初等 类 数 公式 。 

第 三 章 讲述 极限 公式 。 虚 二 次 域 方面 的 结果 是 经 典 的 。 实 二 
次 域 方 面 的 结果 为 以 后 的 研究 作 了 很 好 的 准备 。 
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从 第 四 章 起 用 三 章 的 篇 幅 讲述 Gauss 类 数 问 题 ， 其 中 第 四 章 
讲述 五 十 年 代 以 前 的 工作 , 包括 Buclid 域 的 决定 ， 第 五 章 讲述 虚 
二 次 域 Gauss 类 数 问 题 的 完整 解决 的 详细 情况 , 第 六 章 致力 于 实 
一 次 域 的 Gauss 类 数 问题 ,详细 地 六 述 了 近年 来 国内 外 在 这 方面 
的 研究 成 果 ， | 

第 七 章 讲述 所 谓 的 Hirzebruch 和 在 Hecke 算 子 作用 下 的 变 
化 情况 ， 这 也 和 Gauss 类 数 问 题 有 关 ， 特 别 是 和 实 二 次 域 正则 子 
的 有 关 猜 想 密 切 相 关 ， 

希望 本 书 的 出 版 有 助 于 Gauss 类 数 猜想 的 进一步 研究 ,特别 
希望 能 吸引 有 兴趣 的 年 轻 学 者 来 攀登 这 一 个 科学 高 峰 。 由 于 本 人 
能 力 的 限制 , 本 书 难免 出 现 雇 误 和 遗漏 , 请 读者 不 将 指教 为 感 。 

最 后 ， 作 者 对 自己 的 导师 ， 已 故 数学 大 师 华罗庚 教授 表示 启 
心 的 感谢 和 深切 的 怀念 ， 同 时 对 自己 的 师长 王 元 教授 和 谷 超 豪 教 
授 、 同 门 冯 克勤 教授 表示 由 刘 的 谢 忱 , 他们 仔细 地 审阅 了 本 书 的 原 
p9 


陆 洪 文 
1994.1. 


me 人间 


连 分 数 与 Pell 方程 


由 于 实 二 次 域 的 基本 单位 为 一 个 Pell 方程 的 最 小 解 所 确 定 ， 
而 后 者 又 可 以 用 连 分 数 表 出 ， 所 以 连 分 数 对 实 二 次 域 的 研究 是 一 
个 非常 有 用 的 工具 。 我 们 在 第 一 节 中 讲述 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 
展开 , 包括 简单 连 分 数 、 半 单 连 分 数 和 奇异 连 分 数 。 在 第 二 节 中 讲 
述 Poll 方程 和 更 一 般 的 二 元 二 次 不 定 方程 的 解 。 有 关 的 结论 都 
是 研究 实 二 次 域 类 数 问题 的 必要 的 准备 工作 . 


$1 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 


本 节 中 讨论 实 二 次 无 理 数 的 三 种 连 分 数 展开 式 ， 即 简单 连 分 
数 、 半 单 连 分 数 和 奇异 连 分 数 。 前 两 者 在 实 二 次 域 类 数 问题 的 研 
究 中 起 着 非常 重要 的 作用 ， 后 者 则 在 研究 实 二 次 欧 氏 域 时 起 着 关 
键 的 作用 。 


1.1 简单 连 分 数 


对 一 个 实数 % 可 如 下 地 定义 a 的 简单 连 分 数 展开 式 ( 见 华 罗 
庚 著 4 数论 导 引 ?第 十 章 , 这 里 为 了 引用 的 方便 , 给 出 概况 )， 
& ao = a, 对 n>0, 归纳 地 定义 


an= [On], An = (On An), AEn n EZ (m0), a,> 
1(n>1), (4.1) 

其 中 [iz] 表 7 的 整数 部 分 。 

我 们 记 


a= Lao, Qis ts Bny J, (1.2) 


c 连 分 数 与 Pel 方程 [ 弟 1 章 


On Big o KE nA ZS Dy, 


fas [do m1, ++) ap] (n>0) d.3) 
称 为 * 的 第 n% 个 渐 近 其 中 要 求 Dan WERKA, H n> 
1m 二 0)。 熟 知 有 
Pan- 1~ Ds 19_ = (- 1)" mat), (1.4) 
Po = ao, Pr = Aom + L, n= An Pn-1 + Dn_2 (n>2), (1.5) 
d0 = 1, qi =A, On = UnIn-1 + Gn-2 (n=2), (1 ' 6) 
Co = LA Ansis vee] m>), (1.7) 
有 时 还 约定 
pi=1, 91=0, (1.8) 


这 样 %=0 时 , 1.4) shy Aor. 
wd, b, ¢ 为 有 理 整 数 , 它们 满足 


0<|b| saso, (1.9) 
Hd=0?+4ac 不 是 完全 平方 。 易 见 
1<a< None (1.10) 
实 二 次 无 理 数 
满足 二 次 方程 
ax’? —ba—c¢=0, (1.12) 
这 个 方程 的 另 一 个 根 是 
a’= 一 人 和 (1 .13) 
a! 也 是 a 在 Galois #f Gal Q(./ d)/Q) FWA. 
fir a 的 简单 连 分 数 展开 式 为 
a= [Bas C1 es Any e], a,€Z, Gy==D, Cy L(n>1), 
(1.14) 


并 用 中 .了 一 (1.13) 的 记号 再 命 
Qo=@, Po=b, Py = 200a— 5b, (1.15): 
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Q,=(- 1)" (CD — D Pa-19n-1— CFn=1) (2220) > (d 16) 
P,, 一 ( 一 1)"-! (20 Pao Pn-2 —6 ( Pn-1Qn-2 + Pu-2T0-.) 


~ 264n-19n-2) MSL). (1.17) 

易 见 诸 QP ONARA. BA 
aj 1.1 P? +4Q,9,-1=d(m=1), (1.18) 
Pai + Pr = 20,Q,n=0), (1.19) 
Quri = Qn + Pn GQ, n>1), (1.20) 
1<Q,</d(n=>0), (1.21) 
Pal @eh, (1.22) 
P,< v d m0). (1.23) 


证 明 (1850.19 由 直接 计算 可 得 。(1.20) 是 (1.18) 与 
《1.19) 的 推论 。 又 由 定义 (1.16) 可 得 


Qn = (= Dag, à- Pe! -a)( Pet -ww )o>D， 0.28 


dn-1 
Fy 1.9) 47.10) pag a” <0, Fry 4) 


(-1)*(-P1.-a)>0(@>1), (1.25) 
dr-1 

BOF h (1.24) BQ, >0@>1), 从 而 @ 宇 1w 宇 0， 这 证 明了 
《4.21) 的 前 一 半 .。 

如 a1, m P, = 2a0a -b> 2a - b>a>1; i a, = 0, je<l, 
故 由 1.10) 即 有 56<0, 从 而 仍 有 Pi1= -b>1, AZA Piel, 
当 %>>2 时 ,由 定义 (L.17) 有 

P,=(— Dgn i192(20 Pa-t.. Pond 


Cn-1 Gn-2 
bl Pa-1 4 Pn-2 \_ 2e 1.28 
\ Gn-1 dn-2 ) ) ( ) 
a WA 
— Xn Pn-1 + Pu-2 
w= -na T Fn- (a2 1.27 
Ann_1 + Un-2 C . ( ) 


H d.26), (1.27 A 


= — n= C — D)? 
P,.= (-1) dn-1dn-2{ 2a(a+ In-1 (Gn-1%m + Gn-2) 


g 连 分 数 与 Pell 方程 [第 工 章 


(- L)*- læ, 
(a+ 
( dn-2 (gn 10n tOn- 2) olga} 
1)* (—1)"-!a, 
_b2x+ D p AT n OL) 
( É Gn_-1 (Yn-1%n + 9n-2) In-2(Yn-1% + Gn-2) ) ) 


Gdn-10n™— Qn? 
= daiga ( (2aa-b On In- 
n! ; ) Gn-19n-2 (gn-10n + gn-2) 


2a( — 1)"o, ) 
Qn-19n-2(9n-10n + gn-2)? 2” 
其 中 用 到 a 是 方程 (1.12) 的 一 个 根 , 从 而 得 到 
P= v A Canio- Sain) + 也 "ao a2), (1.28) 
n=2 时 , (1.28) A AITEAN ER, 而 第 二 项 为 正 , 故 卫 :> 工 。 
Ti n>3 Rf, 由 于 
Maian — Ante! > Gaby — p>, 
故 (1.28) 右 边 的 分 子 
= On (VV d (guion — qn220 2) + (—1)"2a) 
>a(2v a -22) >0。 
从 而 w=3 时 ， 也 有 了 ,之 1。 引 理 的 其 余部 分 显然 成 立 ， 引 理 证 


毕 。 
引 理 1.2 RNA 
Pat vå 


m= — op — >00); (1.29) 

v d -P,<2Q,< Vd +P, a>; (4.30) 
Vd -Pmi <2Q,</ 0d +P,,1(n=0); (1.31) 
a= |E” 2 (n>0), (1.32). 

6, = 一 了 — a>, (1.33) 


证 明 《1.29) 由 定义 、 引 理 1.1 RUT, (1.30) 
oy SER MI, 至 于 左 端 用 引 理 1.1 a 


2Q, — Vd +P, n-1 +P, — 
TB e Oe 


i n>2 Rn=1 Hal, 但 当 n=1 而 a。=0 时 , 由 引 理 1.1 的 
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证 明 可 知 5<0, 从 而 有 Q1=c, Pi1= -b |b), 所 以 由 (1.9) 及 9 
的 定义 即 有 
2Q, = 2c>20>b+ d= va-P. 
这 就 证 明了 (1. 30%, 
(1.32 是 (1.29) 的 推论 于 是 有 注意 由 (1.23) 知 V4 > 
Prat) 


20, 2Q, — n+1 十 Sd 
a/d- Pari nae rie d JT Pes | [= BEONE -|= n >l (n>0), 


由 此 即 得 (1.31) 的 左 端 。 至 于 右 端 用 引 理工 工 即 有 
Sgt aal, 如 mw 二 1 Kn =0 而 co 上 


时 ;但 当 %=0 H ao=0 时 ,有 
Ja+P, | Ja +l, 


所 以 (1.31) 完 全 得 证 .。 C1.30) .1.19) (1.18) 厅 得 
Va -Pj [Vd + Part 
t= | an ag =A aa] 
2Q n+ 
= [5725 |@=>. 
p44(1.33). 3] SUE, 
由 引 理 工 .2 即 知 a 的 简单 连 分 数 展开 式 为， 


A= [to G1, ++, OJ (1.34) 
这 个 记号 意 指 
ren =% MI), (1.35) 
我 们 取 k 为 最 小 可 能 的 , at，…, ax 称 为 基本 周 JA, k 称 为 周期 的 长 
Fi. 
这 样 可 有 
Pra = Pi, Qe = Qi, Get =H, (1.36) 


d- Pg d- P? 
Q = -aQ = “49, = Q= = (i .37) 


| vier 


a,= 


2Qo 
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[ver om 一 | =2oo+ [pve Zuaz ] 


gn & 


= 225+ Mon: 一 了 | 


| 2% BE Aap +1, 3 b<0, 
S12 1.3 4 b-OR ton, Æ 


A, = 04, 1<n<k~ I), (1.39) 
Q. = Qx _»A(l<n<k 一 L), (1 40) 
P,=P,,;.,l<n<k-1), (1.40 


2a, 当 b= O 时 ; 


| 2a, 或 2a- 1, 4 b>0; (1.38) 


tee Monts 4 b=a fit; | (1.42) 


2ao +1, 当 = 一 和 时 ， 
并且 有 


(1) 如 了 ;= 了 i,! 对 某 个 满足 1<1<1+1<h 的 1 成 立 , 则 有 


k = 21; 


(2) W Qr- = Qt 对 某 个 满足 1l<li-1<i+1l<h-1 的 3 


成 立 ， 则 有 有 k = 21; | 


(3) 如 Q:= Qua SEP Bl <lel<k-1 1 Ry, 


ME & = 20+1, 


证 明 由 (1-38) 及 其 之 前 的 计算 ， 即 得 (1.42)、 又 有 Q= 


Qo, Pat =P, 故 由 
P, = 24rQs — Presi = 2ar Qo— Pr, 


(1.42) MTR, 即 得 


P= Pi 
于 是 
d-P? _ d-P?_ 
Qe So ot =e 


aa [e] e] Ra 


Put = 2%, .1Q4-1—-P, = 22,Q,-P,=P,, 


ah 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 11 


如 此 继续 做 下 去 , BGS .39)—(1. 41), 
最 后 三 个 断言 也 容易 证 明 。 引 理 证 毕 。 


附 记 ” 这 个 引 理 可 使 在 计 Sa + 2 的 简单 连 分 数 展开 


Ri wm VER, 如 果 alb 这 一 KERLE. 
引 理 1.4 如 b=0, e=1 3R b=a=1, 则 有 
Qu>20<n<8 -TD)，Q = Q=1, (1.43) 
1<a,<a,)(l<xn<k-1), (1.445 
证 明 Qe = Qo=1， 即 (1.43) 的 后 一 式 显 然 成 立 。 如 有 呈 满 
fi l<n<k-1, #Q,=1, N 


Xh (1.18) AP, 5 b a. ROR, 得 出 
a= Lgo, By ets Onis On] = | ao, Qis to Baal itta], 
这 与 的 定义 了 矛盾。 这样 完 全 证 明了 (1.43).， 
(1.44) 的 左 端 是 显然 的 , 至 于 右 端 ,由 (1.48) 即 知 , 对 lans 
k-14 


引 理 证 毕 。 
引 理 1.5 BE a,b,c 9 仍 如 上 所 述 ,而且 a= SIN 的 简单 
连 分 数 展开 式 为 
a= |G, A, Qa, =s ay “iy ar], 
其 中 ay, a Ay, e, 0 ar | Ants le Cx 为 基本 周期 。 
再 令 5 的 第 ?个 完全 商 为 


a, = KA atl …] = 3 (n>=0), 
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则 B= -= ORO 的 简单 连 分 数 展开 式 为 


B= [cz — Zo, ap- ls Oy, sory Ge, GY, Syl. 
其 中 Øri, Cg-2 9 Big Ok 为 基本 周期 。 而 且 B 的 第 % 个 完全 次 
Ba = Peig EVI (1<n<h), 


k-n 


证 明 ARE b> CRW We BA. KR A l, 
Gye 2ay) -loay, BA Qx 一 Go 宇 0。 用 引 理 1.1 以 及 引 理 1.3 之 部 


的 计算 , 我 们 有 
bt VE ggg VERB 20(ay— a) 
B 一 _ ða — = By — A + oy 
= lg — Agot Ve d pina 2a 
= Oy, — y+ M Jd ee yee 
wa ay MP 
a, — gt 20, 
E 2Q, I faa Wathen 
= |a -mo tp |= | fos Y] 
roo Ji- P, 
= | Zr Ao, yy + Xo] 
2Qz-1 
= 一 a — 
le Tis k—-lts Jd -Pr 
2Q 
= | Ap 一 a eee an 
jas- k Zos k-ls By 2 9 Aarls ys Jd | 
(l<n<k-1) 
2Q 4 
= | ly — ago, Q s.. Sa 
| k 0 ke-l Bra, 9 bo, Œi, Jad 2p | 
=la. sae Ja +P, 
| Fx Bo, By_1, Beas 9 2, Ay, vo | 
r ig 
= | by — Bo; Akal Økes "s Be, Gi, a+ i=], 
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好 有 B= [ay ~ o, Qyty Cu-29 "ts UH, Ay dy + 有] 


= [ax — &o, C-l Byias “9 Br, By By], 


引 理 证 毕 。 
附 记 ”由 引 理 1.5 知 引 理 1.4 在 b= -4= -1 时 ， 仍 成 立 。 
引 理 1.6 Bris 为 互 素 的 正 整 数 , 实数 4,8 满足 0<B<a, 
如 有 


[Gr ~as) (r +Bs)| < 238, 
则 二 是 a 的 简单 连 分 数 展开 式 的 一 个 渐 近 分 数 。 


证 明 这 是 华罗庚 著 ¢ 数 论 导 引 > p.283 定理 3 的 推广 ， 那 里 
讨论 了 4=8B 的 情况 。 仿 照 那里 的 办 法 , > 


(sa@—-7)(sB+1r) =s0 S38, e= tl, 0<é<1, 
并 展开 二 为 有 限 的 简单 连 分 数 


T= Cbo, bi, ”9 bii], (-L)ttz=e, 


a+B 
6 一 7 一 
由 sa-1 = pyr 
可 得 
arẹ 
0 Sl os (sa —r) a pT >0, 
首先 可 以 断定 96<1，。 为 此 只 需 证 明 
are s<sB+r, (1.45) 
如 果 此 式 不 成 立 , 则 有 


as—r>sBir 与 二 -上 a Pca", 
以 此 代入 引 理 中 的 不 等 式 , 即 得 
s(sB+r) <1, 
此 不 可 能 ,因为 8>0 且 7、s 是 正 整数 。 这 证 明了 
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0<<9< 工 
T 了 > k ~, ` 
如 8= 0 则 有 -=m% 当然 是 a 的 一 个 渐 近 分 数 。 四 此 可 
设 
0<0<1, 
r 
命 — 的 渐 近 分 数 为 
2 -O<i<l-, 
则 7= irs $= gi-i， 从 而 有 
a+B 
ô To int 
GB + ply 


由 上 述 所 引 华 罗 庚 著 《数论 导 引 ? p.283 的 定理 1 可 知 ， 为 了 
证 明 我 们 的 引 理 , 只 需 证 明 
ot+B , 
0 Tg di- q! 
A 4- ， 
9-18+ Pimi qi-i + UN-2 
即 只 需 证 明 


a+ 
G 2 CAR + gi:) <i- k + Dinre 


当 !/= 工 时 ,s =1, 此 时 只 需 证 明 


AN Tit 
Ga + 


由 已 证 明 的 (1.45), 这 是 成 立 的 ， 
当 7=2 时, 94=1,91=s，PL=7。 此 时 只 需 证 明 


oe (s+1)<sB+r, 


由 于 这 时 有 e= -1, 故 有 7 一 sa>0, 即 有 a< 二 ,从 而 有 


a+B s+l/r 
~g CS +1) -s8-r< 2FL +B) 一 SB8 -r 


§ 1) 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 is 


得 到 所 需要 的 不 等 式 。 
最 后 , 当 $3 时 , 只 需 证 明 
age. Gar + Tar) SUB + pis 
即 agii- Phi< “$F (gh - ala), 
也 即 
ed ase æ+ B 


Â MP aag 
1B + Pi- 2 (Sin ~ H-2) e 


REIS 时 , 显然 成 立 。 引 理 证 毕 。 
引 理 1.7 设 有 理 整 数 abc 满足 V<b<a<c, Bd=b?+ 
doc 不 是 一 个 完全 平方 , 从 而 4>1。 再 设 互 烷 的 正 整 数 "、s 满足 


不 等 式 
jar?— bre — es" <~, 


my a= EN 的 简单 连 分 数 展开 式 的 一 个 斯 近 分 数 ， 
证 明 令 i 
p= -arn DEN, 
则 有 
|r -as) (7 +s) |< Me = 248, 


且 有 0<B<a。 因 此 由 引 理 1.6 TANE. 引 理 获 证 。 


12 半 单 连 分 数 
一 个 实数 O>1, 可 以 如 下 地 展开 为 半 单 连 分 数 ， 
令 ao, XH n> 归纳 地 定义 
b,=1+ [on], Ony = (加 一 0 -1 
记 为 @=[[bp, by, ba, +++, by, .…]] 
521.8 设 无 理 数 @>1 的 简单 连 分 数 展开 式 为 


@ = | a>, By, oy On oo], 
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EDK Pel 方程 


则 @ 的 半 单 连 分 数 展开 式 为 : 


@ = Ciao + t, 2, erty 2, az +2, 2, tty 2, 
一 —y 
Qi 一 1 个 cs 一 ] 个 
a, +2, “*"9 2, DRE 2, lan + 2, ejje 
一 一 


G2n-y— 14s 


证 明 首先 用 归纳 法 容易 证 明 


[ss 1 


LL2, 2, ---, 2, BJ] =O . (1.46) 
ni 
现 设 
@=[[5o, bi, …, bnm ele 
第 一 步 易 见 有 
bb =aot+1, (1.47) 
yj by >3, Mjh 
Lao, @, 02, *] =0= [ [bo, bi, ba, eT, 
可 得 
1 
[a @, +] = LCL, bi, ba, < 
于 是 
91=1， 如 0b1 宇 3, (1.48) 
BEd, = Be = =B,=2, TG Pegi >3, Mh 
Lo, %, G2, =] = 0 = [[bo, bi, Do, eeg Bo] 
= [[@o+1, 2, 2, ..., 2, b,,1, +7] 
27? 9 


ni 


及 (1.46) 可 得 


1 
La, 2, ee 
[[2, 2. 2, baa, = jT 
zI 
_ 1 = l 
91- - (n-T) antl r-l’ 


(n+l)r—n 


FHP r=, …]]>2。 于 是 
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Gant], yyb=b,=--=b,=2, M ba >3. (1 .49) 
Hy (1.48) 41.49) Be 
by = y= = by =2, 但 ba >38, 以 及 
[G2, @3, ++} = [Cba Baar, J] -I 
1 
Sba- t- Tn dd” 
从 而 有 (并 用 (1.47)) 
b,,-1=@,+1, Bi ba =t, 
定义 1.1 两 个 实数 o 与 8 称 为 相似 的 ， 并 记 为 a~B， 如果 
存在 有 理 整 数 刀 5,7、3 使 有 
UuB+v 


us —vr = +1 Q = E- 
» rpB+s° 


4us-w=lh,o 与 8 称 为 严格 相似 的 , HOB, 
由 华罗庚 著 《数论 导 引 ? p.<77 定理 3 即 知 ， 两 个 实 的 无 理 数 
2 与 8 祖 似 的 充 要 条 件 是 
@ = [Gy By y Amy Coy CI，…]， 
B= [bo, bi, -…, Bay Cor C1, +++], 
也 即 它们 的 简单 连 分 数 展 开 式 自 有 限 项 以 后 完全 相同 ， 并且 相 似 


sae * ARAR -or (me, 


定义 1.2 一 个 实 二 次 无 理 数 @ 称 为 约 化 的 , 如 其 满足 
0<a’<1l<a, | 
Epo 是 @ 押 满足 的 二 次 有 理 系数 方程 的 另 一 个 根 。 
引 理 1.9 BEA MMM a, bc WEB O<|b[<a<c, Hd=b 
+4a¢ 不 是 一 个 完全 平方 。 命 
P, QEZ, Q0, ee 


P?-d 
4 > OAL 


Dee 2919 


Bea PTO 的 简单 连 分 数 展开 式 为 


i 连 分 数 与 Pell 方程 EIR 


a= Los, 0O1，… Gy], 
FEA G1, oe, Os 为 基本 周期 , 并 且 a 的 第 ”个 完全 商 为 
Pa aan (n>0), 


a, = 


再 命 E 
M= -foe m o~g= -a= ixi, 


则 我 们 有 下 列 的 结论 ， 
L d-m? 
D Imi=5 D (5, 


Iml</d 
m=d(mod2) 


这 里 r(*) 表 示 除 数 函 数 , 即 T(z) 是 2 的 正 因子 的 个 数 ; 
D | 于 | = Ses 
P=2Q,,1- Past +2(Past + Qo)t 

(3) m=] Nad o7 2Q,#, 
Q = Quel + tP, ,i 一 Qu 
l<t<a,, l<n<kh, 

证 明 ”首先 来 证 明 下 列 的 断言 。 

断言 o= Pv? d SOFA HE o 的 半 单 连 分 数 展 


a = [Lbo, bi, =, bml], 
其 中 50, by, +, On 为 基本 周期 。 
DEE 命 96= [Cow bmi …]](n>0),00=0 = P44 | 
”用 归纳 法 即 知 由 Oo 的 约 化 可 以 推出 os(n>>0) 均 是 约 化 的 , 即 有 
0<al,<1<o,(n>0), 
(注意 , 我 们 有 ba>2(n>0)), 
 Pi=P, Q=Q, WA 
-p 1 _ I1 oa 
PO Oo Ol Bm PL a? 
Pi =26.Q5-PheZ, 
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X Py -d= (QoQ) — Pi)? -d=4QiQi, 其 中 Qi = DEQ} — heP, 
Pr-d -z 
r <“s 


+ 


从 而 有 
oo P QeZzn=0,b, 
P! + Pi= BQ Pr 405 Q =å, 
由 ocos 卫 一 VC Pht Jd 


” 90" n= PXA 
即 知 在 


(n=O, 1), 


ad » 2Q,-/ d} <Pi<2Q.+ /dm=0,1), 
如 此 继续 下 去 , 可 得 | 
Pr OO P!, QEN (n>0), 
P! + Pi, =2b,Q)(n>0), 
Pati — 4Q,Qn4, = a(n=0), 
max{./d, 2Q,- y d} <P'<2Q,+ Vd (n=0), 
这 样 ,对 mw>0, 我 们 有 


b,—-1= bat [- 01] =| a+ wore 


= [= “59S |= [pt Hg) 


n+} ~~ 


Qa, = 


从 而 得 到 


b, = = [p tg] +1 (n=0), 


由 此 即 知 0 的 半 单 连 分 数 展 开 式 是 纯 循 环 的 。 
充分 性 ， 此 时 有 @> 工 和 
@=[[bo, bi, =, DO]]。 
我 们 指出 b,>2(m>S0), Her 


a = [[bo bi «+, Bal] (n=O), 


11!) FA JA Ae ay 7B. | 
Pr GEN, g.c.d.(p,, G) =1 (n=O), 
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20= bo, pi = bobi 一 Í, p= Db, Pnt- Paat (n=2), 
p> Par- (met). 
gl=1, qi =b1, 9h = Onn 1 — mN), m> n- ML), 
Pagh- Pila =1L (nl), 
出 此 即 知 
| ua’—wv 


o’ = [[Bo, 81, ++, Om O7)] = Fos 


Hp uor 为 正 整数 , 而 s 为 非 负 整 数 。 这 样 


rof’=u+s—-—. 
@ 


? 


7? 


由 该 式 即 知 有 oo“>0。 因 为 如 有 a@'<10 则 有 ”2’>0， 得 出 矛盾 . 

我 们 再 证 明 @’<1, mA oao >l, Na’ 有 半 单 过 分 数 展 开 
式 , 这 样 得 到 

o! = [[bo, bi, =, Dm @/]] =[[bo, bi, s b,,]] =, 

这 不 可 能 。 这 样 我 们 证 明了 0<w’<1<w， 即 @ 是 约 化 。 总 之 完 
成 了 断言 的 证 明 。 

现在 我 们 中 这 一 肾 言 来 证 明 引 理 。 

AUB), 容易 看 出 有 


m| = > l= > 1, 
0< Py <1< Fie iP-20|<vVad<P 
Pa=d (mod?), Q0 Q>0, P=d (mod2) 
ps—ad P2—d 
Q| Z 4 一 
frm = P ~2Q, 即 得 
Im] = > l= X 1 + 
Im| <v d, m=d(mod2) 1<9/4, 有 <1 
adm? /d—m 
+ 之 1 + = 1, 
1<m<J/d, m==d (mod) Lom</d, m=d (mod2) 
d-m? Jd—m d—-m? /d4im p, 


以 上 第 一 个 和 , ated 时 是 0; 5 4] d 时 ,为 
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D is Ð 1=1r(9) 
1<0/4, Va <i 1<a/4, vd- 


29 
又 可 见 第 三 个 和 等 于 


b 


> 1 多 

1l<m<J/d, m=d(mod2) 

dm Md—m. 
1<0|———— = 1 


这 样 就 得 到 了 
1 1 d—m 
[Md = g D 1 -3 BS (|) 
[m|</d, m=d (mod 2) |m|<Vd 
1<0Q| 4—m’ dm m=d(mod 2) 
这 就 证 明了 (1) 


再 来 证 明 (2)。 由 上 述 已 证 明 的 断言 ， 定 义 1.1 之 后 指出 的 
9 相似 于 B= 二 ”二 > 2 的 充 要 条 件 是 它们 的 简单 连 分 数 展开 式 
从 胡 限 项 以 后 完全 相同 引 理 1.5 以 及 引 理 1.8， 即 知 @ 的 半 单 连 


分 数 展开 式 的 基本 周期 如 下 所 述 : 
Ok AT, Hs 
gath 2, Fath, y, Bo, 2 yD, 
2 1L Se 
Gx-_z 一 1 个 4Q1 一 1 个 
2, mrt 2, "ta 01 +2, 2, mt" 2, 
一 一 一 一 一 
GQx-1 一 1 个 dx 一 个 
k 
x k 为 偶 时 ， 为 : 
Gy 14%, 2, «+, 2, dyg +2, =, 2, ---, 2, G42, 2, c, 2, 
一 一 一 一 
Qx-2 一 1 个 Gz 一 1 个 ax 一 1 个 


a, + 2, 2, +, 2, Ay. +2, - » C2 T, 2, o, 2, oy 2, 或 者 为 它 的 


Ux-i™— 1 个 . a, 一 = 


22 | 过 分数 与 Pell 方程 case 
任 一 个 轮换 ， 这 时 长 度 为 2 a, | 


所 此 可 见 , 无论 在 ye ROME, BA [Mel = Sey, 
ESER T D, 
HE hh LEEW TA SL 1.5, MAA 


afer: fb, -bsVd 
[ite] = [el Hae Pte, pa Pe 


9 — = M MMM 


2B 
最 后 再 来 证 明 *3)。 出 (2 可 知 , WHER), AER (3 的 右 
边 的 集合 中 的 每 个 二 二 20 SARTU I RAR, A 


于 8， 并 且 相 应 于 不 同 的 参数 纪 n 的 工 志 3 是 不 相同 的 。 首先 
对 每 个 这 样 的 二 让 由 定义 ,有 


P=2Q— (Pan — 2ta), 
4Q.Q =4Q,,Qn+1 + 46QpP m -4R = a- (2Q-P)?, (1.50) 
SOP AB) Phn ttu d, FEBS 


aQ- Pe, i PENS < 路 如 其 约 化 。 
又 由 定义 , 引 理 1.1 与 引 理 1.2, 即 知 有 
7 V= Ran t tPari— fn Q,(Y go =t) 
(g +t)>0, 


于 是 Q>1, HH Cd.50), Bp 
~/d<2Q-P<./d, 


从 而 有 

Tay <1< Payt, Q>1, (1.51) 
又 由 (1.50) 可 得 | 

d= P?+4Q(Q-P+Q,), (1.52) 


另外 由 定义 引 理 1.1 与 引 理 1.2, 可 知 有 
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Q- P+ Qr= QE — (2R, + Pat + Qs — Qrir + Pari 
= Q,(+-1-V © z0 "(t= 1+~ 20— Past) <0, 
由 此 及 (I.52)， 即 得 B 
P>Q+Q,>0, d< P?, /d<P, 
从 而 得 到 


o< £ Pay t< <P yE. 


REAGI, KAPE ATRA, 


再 用 引 理 .14,， 可 知 有 


1 _ 29  _Vad+2Q-P 
Va +P -1 /ad+P—2Q IQ, 


Ova + 了 ~ 2Q,¢ Jd +P, 
s0 = [44-4 “oO, yo | 
(n=), (1.53): 
以 上 第 二 步 还 用 了 (1.50). 这 样 由 引 理 1.5 即 知 六 六 相似 于 
B. 
BR 
l<n, MSk, IKtStn 1 <s op。 我 们 来 证 明 %w=m, t=s, 
由 定义 以 及 生 .53)), WAA 


一 a/d - -Pa 1 a ae _ Va —P,, 
A, — t+ 人 一 “99, > aa? ib s+ yg, 
2Q 


n 


Pt STAA i n 又 相应 于 参数 s、m, 其 中 


于 是 分 别 比较 整数 部 分 与 小 数 部 分 , 即 得 


~ S4-P, _/d -P,, 
On- b= AmS, ~ AQ = 96, BH Qa = Rms Pa =P ns 


由 此 即 得 %=m， 因此 也 有 t= s。 完 全 证 明了 所 需 的 结论 。 这 样 
完成 了 (3) 的 证 明 。 引 理 证 毕 。 
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1.3 奇异 连 分 数 


定义 1.3 设 6 为 一 个 实 的 二 次 无 理 数 ，6' 为 6 所 满足 的 有 
理 系数 二 次 方程 的 另 一 个 根 。 满 足 条 件 
0>2, 1- y> << soy? 


的 9, 称 为 是 H-n 

这 个 定义 是 Hurwitz 引进 的 ， 

对 一 个 瑟 - 约 化 的 实 二 次 无 理 数 我 们 如 下 地 来 定义 它 的 
奇异 连 分 数 。 

46=6, 对 % 宇 0, 归纳 地 定义 OP: Ho, 已 是 F-4 tb 
的 实 二 次 无 理 数 , 即 CWE 


命 
1 1 
0D。1= ] 1 (1.54) 
“l= {6,}° 如 {9,) > 2， 
XE BAR 2 的 小 数 部 分 。 我 们 先 来 证 明 b+1 也 是 A-ha. 
命 


1 
，_ {Ue Sh 2 
“(hey at Wnt1 | 如 {0,) 
> Fe 
则 有 
0, = tat Bit, y= tat Bers 
以 及 


ta 2, 并 且 加 之 3， f Wrstl = 一 工 。 
由 定义 过 .54) BY O41 > 2, 


当 Hoy = 1 BE 由 6 = (O%-t) ag STN > cae 
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tee 即 知 15 的 一 如 均 是 负 的 。 又 各 一 到 > 2 一 32/8 
_ 14+./5 
~ DD Ty 从 而 有 
O>@,! eit yi 2 atz f 
"HO iO T+./5 2 
BE GE BA fast =i 时 ， 9.41 是 如 ~ 约 化 的 ，。 
H ua] 时 , 由 Ont = Ca ~ 0n)! 以 及 如 一 6, >3— 
8-./5  34+./5 , 
Synir, ga 


EBAN Uni = -工时 ,6 仍 是 HAER, 
总 之 ， 已 证 明了 ha 也 是 五 - 约 化 的 。 把 上 述 步骤 一 直 估 下 
去 可 得 ， 


0 = tl Ot (a0), (1.55) 
Bast Onti 

EZ, t=, Bayi = +1 (n=O); (1.56) 

h3, Wht, = —1 (n=O), (1.57) 

8, A H-E (MSO); (1.58) 

hnn Ml), (1.59) 


我 们 记 为 0 = {tos hiti, Hata, Da 
引 理 1.10， 每 一 个 不 相似 于 ATO ORKEN Ao 


相似 于 一 个 五 - 约 化 的 实 二 次 无 理 数 ， 
证 明 不 妨 设 @ 的 简单 连 分 数 展开 式 为 
@ = | ao, aor ay: |, 


其 中 a, >1 (m0), ay, …，0 1 为 基本 周期 。 如 有 4,=1(n>0). 
Mosii, SERPE, TEPE An Onak 


-了 E a>2, HHR l1 与 引 理 1.2 即 知 《并 用 那里 的 符 
号 ) 
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如 有 ai< + -一 分- 一 ， ， 则 由 下 理工 2 有 
Ene 20, ar- vio, 


On 


因此 o, Rl+o, E H-A, S| FES, 
5181.11 设 有 理 整数 a.b、c, 满足 |b|<a<c, Hd=b' + 


4ue 不 是 完全 平方 。 设 <= 一 二 Vi 4 的 简单 连 分 数 展开 式 为 
a= [@o, Gy, "Y; By |, 
Ha, e, & 为 基本 周期 ,再 设 x 的 第 ”个 完全 商 
d = Paty d 
” 2Q, 
满足 条 件 
Q, 三 Qu (n=0), 
最 后 设 a maT E yS. 
则 有 
(1) ar> 23 
(2) 4 
0= [ar Gy …，dx 1] + Ob, 


这 里 Og =O RIRI 为 奇 或 偶而 定 , 其 中 1! 由 下 列 条 件 决定 之 : 

Gri = yin = = Ay ag, =l, M Gy 22, 这 里 出 现 的 to 认为 
Fé ar, 

那么 6 是 H-A. Eo 的 奇异 连 分 数 展 开 式 可 如 下 得 
ii: AR 

0 =O0=a,+4+ 6), 
Bx 20, BA Oa= ant 0, 为 刁 - 约 化 的 ,其 中 0,=0 或 1 ma 
09, 这 里 可 能 出 现 的 do 认为 是 a, BA 
1 二 | Gres 如 Bing 123 


1 十 Amt = by 1%ne oy hi a m+1 = i, 
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jE H -的 化 的 ， 且 有 


Am + Ons 1, {> 
如 = n 一 An 
n -1 g++ 6,+l, Hntl [i | -1, 


(其 中 可 能 出 现 的 do 认为 是 ae) 它们 使 


0 =t 4 Hatt 
n nt Pasi” 


从 而 得 到 6 的 奇异 连 分 数 展开 式 ， 
= {Hoto Wb, vty -lt Ho= bas to= tr 
这 个 记号 的 意义 如 下 ， 


00 = 0, 0,=t, +a (n>=0), tae = a20), 


Unt k Sma). 
Bolos Mtns s Heita 称 为 基本 周期 它 的 长 度 下 满足 
K «<k, 
BD O 的 奇异 连 分 数 是 纯 循 环 的 , Ff AB I REN SEF k. 
证 明 ”首先 来 证 明 a, >2, 
先 看 0 之 0 的 情况 ， 当 5= 0 时， 由 引 理 1.3 即 知 @46= 2a， 
而 al, Ki ox 二 2。 故 可 设 8>0。 用 反 证 法 ; 即 : 如 有 a= L, 


BVA 有 ar 二 ，。 这 样 就 得 出 矛盾 ， HE Oy = 工 的 假定 下 ， 有 


— 


E> BM, anti )。 由 引 理 1.3 之 前 的 计算 可 知 ， 此 时 必 
有 


=1, (d<2a+}, (1.80) 
v/d 一 
后 一 不 等 式 的 证 明 用 了 y= m+| 2: 二 一 |。 并 可 有 
Qo=a, Po=b, P, =2a-b, Q= dT Pac a4d (1.61) 
na 
我 们 来 证 明 a, =1, HERR. 61) 有 | 
@-42+b6=Q,>Q).=4, W c>2a-b, (1.62) 


从 而 由 (1.60) ~(1， 62) 可 得 
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a/d t+Pr aa- Va + Py 4Q)1 
28&i 22, o 
其 分 子 为 Va +6a - 5b- 4e <8a -— 4b -4c =4(24-b- 6) <0, 这 
证 明了 a1=1。 ATi k> natt), 
由 假设 有 
a = Qo<Q2 = Q + 4 P: — BQ: = Qo + Pi- Qi = 4a -2b —0, 
mA 
c<3a— 2b, (1.63) 
OREN BY 1.60), d.61), 1.63°, m=1 UK 
Q:= Qo + Pi- Qi Pe = 2a,Q: -Pi = 2Q:-Pi. 
即 知 下 趟 
Pst J/d _J/d +P,-4Q 
EFN MY 2 
R a 
HAT AV d +6c —-2a+11b< 6c -18a + 12b =6(e- 8a+2b) < 
0, wal, k>4, 
一 般 的 , 设 已 有 


Q= C- (-DtLae + g C+ (一 Deara)4 
+ 世代- (了 "asD2 <n<in), (1.64) 


P,= 5 (2+ (—1)"2Lan-1) c+ = (2- (-1)"2L.,,1)@ 


+514 (-1)"2L,)b (<n<m), (1.65) 
a=] (O<in<m), (1.66) 
kom +Q, (1.67) 


其 中 五 是 Lucas $, 即 它们 满足 
Li=1, £,=3, DL, = Ly.) + Ls (n>3). 
由 以 上 所 证 ，(1.64) 一 代 .67) 已 对 加 =2 成 立 。 我 们 要 证 明 
om Buk mtl, (1.64) 一 (1.67) 仍 成 立 。 首 先 指出 易 有 
IÈ- LL55- (n>2), (1.68) 


§ 1] 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 23 
由 引 理 1.1 B1.64)~ 1.66) & 
Ping = 24. On -Pm 一 2Qn— Pm 一 = (2 一 (- L)™2Domst) 6 


+ 52+ (“1 ™Lamss)a + 3 L- (= 1) "2D ames), 
(1.69) 
Q n+ = Qin-1 一 anQm + Am? m = Qin-1 一 Qin + Pn 
= (24 (-1)"(Lom-at Lam + 2Lom-1)) 0 


+5- (-1) "(Lent Lanz + 2Lomy1)) a 
+ 5 A+ (DP (Lami + Lemy + 2L2m))b 
= z2- (1) Lm42) 6 
++ (—1)"*"Don ga) 
+ zad- (= 1)”*Lom,3) b, (1.70) 


Wie .64), (1.65) 已 对 m+1 成立。 剩 下 来 具 需 证 明 damal, 
如 有 lnt > 2, TU h 
_V 4 + Pret a >2 


m+1 
m+1 


以 及 1.60), Bla 
2a+b>V å >4Qnii-—Pinat. 
结合 (I.69) 与 (1.70) 有 
B- (-1)"* Long c+ (—-2+C-1)"tiL,, ea 
+ (-1~ (= 1)" gg) B< 0, (1.71) 
再 由 nS = 4 的 假设 及 (1 .70)， 即 知 
(2— (~D Lome) c+ (—-3+(-1"+iL,,,0) a 
+ (De 050 (1.72) 
用 (1.68), 计算 (Lome = (-1)”2) x (1.72) 一 (Lamas + 
(~1)”") x((1.7D - (1.72) ) B45 
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0 >0, | 
这 个 矛盾 证 明了 dml 因此 (1.64)~ 1.67) 对 mm+L 也 成 
立 。 所 以 由 归纳 法 原理 即 知 , 我 们 已 证 明了 
Wo= 0 = = k=l, 
_ liv’, 、 
从 而 有 a= [1] = 这 与 a 不 相似 于 一 一 的 假设 矛 


逢 。 这 样 证 明了 当 SOn, 有 u2, tebcon, 由 于 引 理 1.5， 
我 们 知道 


Tt 


-b+ /d - 
a [an — to, Buty Guay ***5 Gh, Gl, 


这 时 -—b>0, 再 由 引 理 1.5, 类 似 的 假设 
Qa>Q (n=0) 
也是 成 立 的 , 故 由 上 面 的 证 朋 可 得 a, >2, 
因此 , PE b EF, ERA, 都 已 证 明了 a,>2, 
由 已 证 明和 的 64 宇 2， 即 知 有 
on>2, -1<a<0., 
所 以 为 证 明 6 是 五 - 约 化 的 , 只 需 证 明 


i= v2 ，- al A; 


days, 如 / Be 


Mn = 一 -一 - (n=0) 
n 7 二 $ 


其 中 可 能 出 现 的 mo 认为 是 ur。 那么 有 和 >L， 并 且 由 四 =o+ 
Bn 可 得 


Nael = Ant 5 >0)。 (1.73) 
FER FF EW . 
> vt ty ty | 
Ns J541 A 74) 


$ 1) 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 3i 


> izi 
( v 5+1 1 Ne-iNe-2°* Me 841 


2 
WERT iREX., Dri be Ae 
/5 +1 1 


Ne -t4l To = By 3 + Net 
大 一 


— [vE +t 8- x. >0, 


由 此 及 (1.75), 立即 得 到 所 欲 证 明 的 (1.74)。 从 而 也 就 证 明了 9 


KO =Op toy = +e +— Ñ a>, Aa >2, 再 由 
9, = 9 是 召 - 约 化 的 , 即 有 
， _ 


9 3 
1 
<ai<0, BI aS 时 ,ai BA-ALN, 

a1=1 时 , a <2, AA 


1 
a= Í -一 
1 


从 而 1 
6,=6 = - 
0 ot a, +1 Tra’ 
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令 01=1+aw 则 有 91>2， 以 及 


— + = 0 — (ô+ &r+ 1) < 3- /5 _3 
61 2 


= Sty? 故 0< gc ~V?. 


即 0: = 工 + as = a0, 是 五 - 约 化 的 。 

循 此 以 往 , BN S| EA PT SLRRAY 6 的 奇异 连 分 数 展开 式 。 

为 证 明 6 的 奇异 连 分 数 展开 式 是 纯 循 环 的 ， 只 需 证 明 存 在 一 
个 正 整 数 m, 使 9 = 0。 根据 上 述 证 明 过 程 ， 可 知 存在 一 个 正 整 
Hon, 使 4=4+a- 其 中 6,=0 或 1。 再 由 ?的 定义 可 知 ， 

in) 为 奇数 ， 则 "as! 41 Z On = Op + hy = Oog 


an l 为 偶数 ， 则 oe +1 =] + a, = 6) + a, = O00, 
即 证 明了 取 


l 


-Í 
5 +1, hu b FFs 


7 一 之 
M+ —g— +4, ty 0 AE. 


即 有 Om = 6。 因 此 4 的 奇异 连 分 数 展 开 式 是 纯 循 环 的 。 同时 可 
知 循环 节 的 长 度 及 入 4。 这 里 我 们 应 该 补充 证 明 以 下 两 点 。 第 一 
点 , 对 园 一 个 wmod E), ARTY REATARTAINY 0, 与 gw 使 

0, = Hy, 与 On =lL+a,, 


这 是 因为 自前 者 得 到 了 一 5- <al <0, Tie Re A O<1 +01 
3-3, p -i<act VS, 产生 了 矛 后。 第 二 点 ， 如 有 


On = 6, + Ou = Ôm +@,, 
其 中 6,、 Ôn =0，1， 使 9, 为 豆 - 约 化 的 ， 则 必 有 6,= Sm Huo 
(mod 有) 。 这 是 因为 当 6.56, 时 , 不 妨 设 6,= 0 而 dnl, 那么 有 
Vd >P,=20,+P,.> vd, 
FEFA, 从 而 = ón, AIE du = 4,, 故 u=o(modk), 
引 理 得 证 。 
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附 记 Q,>Q0(n=0) HY RAS FE 
a= min. |am*—bmn- cn’), 
(mn ,0) 
所 以 这 一 假设 没有 失去 一 般 性 ， 虽 然 找 出 如 上 的 极 小 值 是 一 件 不 
容易 的 事 , 但 理论 上 总 可 以 办 到 , 在 具体 情况 时 ， 可 通过 有 限 步 办 
到 。 | 


1.4 例 子 


我 们 在 本 节 中 给 出 一 些 实 二 次 无 理 数 连 分 数 展开 式 的 例子 。 
在 最 后 , 我 们 还 要 说 明 为 什么 只 给 出 这 十 八 个 例子 。 
例 1 d=S°R’+R, S\R HEAR, H R=8(mod4), a=1, 
a a VT, 


b=0, c= a a= 


9 
(a) S=1I 时 ,a 的 简单 连 分 数 展开 式 列表 如 下 ， 
n 1 2 3 4 
a, micas 1 2 1 R-1 
R+1 R+1 
P, 0 R-1 “35 SSL pot 
3R-1 R+1 3R-1 
Qa “Fr a 4 
1+a 的 奇异 连 分 数 展 开 式 为 


, 1 Ril+J/d ,_, 1_R+ltva 
O=H+1 0 42° 0 =4 6 (R+i/2° 


(6) S53 时 ,a 的 简单 连 分 数 展开 式 列表 如 下 ， 


n 0 1 2 3 4 . 5 6 
ün ae 1 1 S—1 1 1 RS ~1 
Pa 0 RS-1 | Ret R(S~1) R(S—1) Att RS 一 ]: 


4 4 


Oy 的 奇异 连 分 数 展开 式 为 


一 RS—R — — 
Qn 1 3RS+R—1 2RS +1 R sRS—R+1 ARS+R 1 1 
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1 BS- T+V9， 
1 RS+1+t+vVd 


= a+ (RS- E+T/2° 


G3 = 2+. = 


1 _RS-b+va 
2R 


RS+R+ yd 


h (2R28+R-1)/2° 
例 2 d=48° Æ +4R, S,R BEAR, R=1(mod4), a=1, 


b=0, c=R'S?+R, a= 9 的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 表 ， 


n 0 1 2 
Dy RS 2S 2RS 
P, 0 2RS 2RS 
Qn 1 R 1 
a, 的 奇异 连 分 数 展开 式 为 


2 


0, Oo 


[第 1 章 


2RS + v/d 


oR + 


例 3 d=SR*-~R, S, RREGR, Ræl(mod4), a=1, 


& a 
b = 0, ¢= 一 一 aa a. 
° 2 


(0) 8 = 工时 ， 这 时 了 >5 a=, d 的 简单 连 分 数 展开 式 列表 


如 下 : 


Q, 1 1 1 
a, 的 奇异 连 分 数 展 开 式 为 


6=-R-14+ 2 -F-1tva 01 =44 
a; 2 


1 


Ba 


R-1+ yd 


“E-D/z * 
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(b) S>8 时 ,a 的 简单 连 分 数 展开 式 列 表 如 下 : 


n 0 1 2 3 4 
a ES 2 — 8-1 2 RS-1 
P, 0 RS-1 R(S-1) RB- RS-1 
Q, 1 SE aot . R BSS RA L 


a, 的 奇异 连 分 数 展开 式 为 {RS 一 1, 2, 5-1, 2}, 
例 4 d=4R?S?—4R, S, REBESH, B=3(mod4), a=1, 
b=0, c= R2S?-R, azvi, | 
(a) S=1li},o 的 简单 连 分 数 展 开 式 如 下 表 ， 
n 0 1 2 
a, R-i 2 2(R-1) 
P, 0 2{R-1) 2@-]) 
Q, 1 R-i 1 
Oy, 的 奇异 连 分 数 为 {2R 一 2， 2}, 
(6) S3 时 ,a 的 简单 连 分 数 展 开 式 如 下 表 ， 
n 0 1 2 3 4 
a, RS-1 1 2(S —1) 1 2. RS — 1) 
P, 0 2(RS-1) 2R(S-1) 2R(S-1) 2(RS-1) 
Q, 1 2RS-R-1 R 2RS-R-1 1 


Lia, 的 奇异 连 分 数 展 开 式 为 
opQ l _ 2RS+/d _ l 2RS+/d 
09= ABS -p= HSN“, 6 = 28-5 = SEN S| 


例 5 d=4R'S?+8R, RLS 是 正 奇数 . 4=1, b=0, c= R28? 
+ 2E, “= Vd, 
(2) S=1 时 ,a 的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 表 ， 


n 0 1 2 
G, R 1 2R 
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Pa 0 2R 2R 
Qn 1 2R l- 


(0) S 之 3 时 ,a ssn some 
n 0 1 2 
a, RS S 2RS 
P, O 2RS 2RS 
Qa, 1 2R 1 
.ay SF RES Be QRS, S}, 
例 6 d=4R?S?-8R, RLS REAR, a=, b= 0, c= RS? 


-2R, a= Yd. 


(a) S=1, W R>3. a 的 简单 连 分 数列 表 如 下 ， 
n 0 1 2 

a, R-2 1 2(R —2) 

P,, 0 2(R-2) 2(R-2) 

Qn 1 2(R-2) 1 


leo, 的 奇异 连 分 数 是 


(b) S23 ssa thane hte 

n Q 1 2 3 4 

a, RS-1 1 S-2 L 2(RS ~ I) 
Pa 0 2(RS-1 2R(S-2) 28(S -2) 2(R8 -1) 
Q, 1 2RS-2R-1 2R 2RS -2R-1 1 


Ita 的 奇异 连 分 数 为 


EE ee oo 


§1) 


& = 


人 = 


A = 


实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 


例 T d= RS?+4R,S.R HERR, a=b=1, c= 4 


Irvi, a 的 简单 连 分 数 如 下 表 ， 


Q 1 R 1 
工时 , 工 二 xx 的 奇异 连 分数 为 
| O=R+2-.) Beta 
S28 时 ,ax 的 奇异 连 分 数 为 {SB，S}. 
例 8 d=R°S*-4Rk, RLS REAM, 4=b= 


0 


diva 
9 + 


(a) S = 工时, a MREDRINF RASS), 
-n 0 1 | 


Qn 1 1 

a HSS RHE AP BO CR - 2}, 

(b) S23 py, a 的 简单 连 分 数 如 下 表 ， 

n 0 1 2 3 


RS-t 1 S-2 


1 
2 


Ca 


37 


一 工 


一 一 一 一 一 一 


l, ¢= 


4 
RS -2 


P, 1  RS-2 R(S-2) R(S -2) RS -2 
Q, 1 RS-R-1 R RS-R-1 1 
1+, 的 奇异 连 分 数 为 


Ji ps_g RS+vVd 
a =S- sv" 


4 » 


d-1 


4 9 


32 连 分 数 与 Pell HE (S18 
例 9 d=-4"R°S?+R, RLS BEAR, R=1lanod4), MAE 


_ qa-1 1+ d 
LN a=b=1, C ~ 4”? T 9 . 
(a) R=1, WMS 不 全 为 1 时 ,2 的 简单 连 分 数列 表 如 下: 
n 0 1 2 3 


a, 24-18 1 1 29-1 
P, 1 25-1 1 2465-1 
Q, 1 QM-tg QM-19 JI 


a, 的 奇 异 连 分 数 为 . 
1 2uS-1l+v/ad 
—9MN s z= - 
8 = MS 人 J ? 
_ 1 _ 2S+i+~/d 
O52 + 5 = —— pg 
(b) R>5 时 ,a ARM AAP E: 
n 0 1 2 3 
a, 24-1RS 1 1 QMS —1 
P, 1 MRS -1 £ + ORS ~ R 
Q, 1 2-IRS4 Bat 2w-1RS -271 R 
4 5 6 
t, 1 1 MRS —1 
P, MRS -R £ 二 一 MRS — 1 
R-1 R-1 


4 


当 M.S 不 同时 为 工时 ,ax 的 奇异 连 分 数 为 
6, = MRS — t = ee te 


1 


Qu PRS -i 2M-IRB + 


CA = 2 + i = 2" RS + lty d 


ô MRS- A 


§ i 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 33 


1 _ MRS- R+ yd 
M YY 
8; = 2ES — “03 2R 
y= 24 1. MRS + Ra yd, 
o 2" RS + 5 
m4 M=S8=1 pg, 1+ as Wat EAHA 
_ 1 _ 2R+1+/d , 2. 1 _ 2R+1+/d 
90 = Be pe RID/2 ” 
R+l 
3-27 2 VE 
? Bo (R+D/2 ~ 
fj 10 d=4“R°S?-R, RLS BEAR, R=3(mod4), ME 
HE BY @=od=1, eo 2-1 a= ltvd 
4 2 
“前 简单 连 分 数 如 下 表 : 
0 1 2 3 4 
a, 2u-1RS 2 28 -1 2 2" RS —1 
P, 1 %MRS-1 2"RS-R 2MRS-R MRS- 
Q, 1 av-ips -B+ R 2V4-1RS - Rel 1 


4 M =N =1 i}, a, 的 奇异 连 分 数 为 


1 
02.=3+ = 7 
As 24 M.S 不 间 时 为 BY, ay 的 奇异 连 分 数 为 
2 
例 11 d=4" RS? +8R, RS 是 正 奇数 , MERX, o=1, 
b=0, c=44R°9242R, a= 4 


2° 
a FY fey PAE SPR T es 


40 连 分 数 与 Pell 方程 l LR 1 


n 0 1 2 
a, 24¥RS 28 2HR 
Pn 0 2M+HIRS 2M+1RS 
Qn 1 2R 1 


an HY BY EDA Hy {2NRS, 248}, 
Hj 12 d=4 +R S- 8h, RS 是 正 奇数 ， MEX, a=1, 


b=0, c =4"R?B?— 2R, a= Ye 


(4) 及 =S=1 时 ,a 的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 表 。 

n 0 1 2 

a, 2R-1 2 4R-2 

Pan 0 4R-2 4R-2 

Qu 1 @R-1 1 

Oy 的 奇异 连 分 数 为 4B 一 2, 2}. 

(5) MS >>1T 时 , a 的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 表 ， 
n 0 1 2 3 4 
a, 2ARS —1 1 24S —2 1 QM+1PS . 2 
P, Ù AARS -2 MRN -4R QM+*IRS -4R MHRS -2 
Qu 1 24+1RS —2R -1 2R 2M+iRS -2R-1 1 


lta AS EES 
| 1 _ 24*IRS+ /d 


— JM+1 = 
= 2*IRS — > = > 
1 WRS + /Gd 
— JMA _ — 


例 13 d=R’R? +2mR,， RS 是 正 奇 数 , 2m<M, a=1,. 


b=0, c =4N-LR282+T2m-2RP，c= a 


2 
a 的 简单 连 分 数 展 开 式 如 下 表 ， 
n 0 1 2 


a, 2%-IRS 2M-m+?RS MRS 


$1] 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 纪 
P, 0 MRS MRE 
Q， 1 2m-2R 1 

an WIA RE SSB (2M RS, 2M-m+ RD}, 
例 14 d=4"R'S?-2°R, R S BEAR, 2<m<M, a=1, 


b=0, c=40-1RS2-2m-R, a= VO a BALE SEIN A 
FR: 


n 0 1 2 

a, 2X1RS-1 1 2w-n+28 _ 9 
P, 0 2MRS -2 2M RS — 2m-1R 
Q, 1  MRS-2m-R-1 2m-2R 
n 3 4 
an 1 2MRS -2 


P, 2RS-2m™-iR MRS-?2 
Q, MRS -2m-2R-1 1 


1+mm 的 奇异 连 分 数 展开 式 为 
B= ops — +. ERS + / a 
D, 7 
_ou-mi2zq__ I _ MR +. / d 
OS 


例 15 d=4R?S?+ MR, R, S RESA, M>l. a=1, 


b=0, c= URS? 42-1R a= 4 的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 


表 ， 
n 0 1 2 
a, 2-IRS 29 MRS 
P, 0 2M RS 2M RS 
Q, 1 24-1 R 1 


Oy 的 奇异 连 分 数 为 (24RS，2S)}， 
例 16 d=4"R'°S?~QWH4R RS 是 正 奇数 ，SMR>I1，M > 


$2 连 分 数 与 Pell 方程 [wim 


1, a=1, b=0, o =4 -RS — OMAR, a= No, 
(2) S=1, MR>1 时 ,a 的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 起 ， 


n 0 1 2 
a, 2®-1R-1 2 2MR—1 
P, 0 2R -2 2 R-2 
Qq 1 2M-1R-1 J 


as 的 奇异 连 分 数 为 (2XBR 一 1，2}. 
O) S>1 时 ,的 简单 连 分 数 展 开 式 如 下 表 。 
2 


n 0 1 
a, 24-1RRS 一 工 1 28-2 
Pa 0 2MRS -2 MRS -MR 
， 1  WRS-M-R-1 WR 
n 3 4 
Be 1 2M RS 一 2 


P. MRS -MR DMRS —2 
Q, MRS -2-IR -1 1 


1 + 的 奇异 连 分 数 为 
05 一 24 RS — i = MRS +y d 
6, 2 
1 _ 2URS+T、/ CQ 
0- 全 -页 -2 


例 17 d=4¥R'*8°+2"?R, R, S 是 正 奇数 ， M>1, a=1, 


b= 0 c =4M-1RS?+ MR, a= V$, 


(a) S=1 m, a BY (RAE FR ITA MUP ee 
n 0 1 2 
a, 25 IR 1 2R 
P, 0 2"P IMR 
l Q, 1 2"R 1 
L + oy 的 奇异 连 分 数 为 


81 实 二 次 无 理 数 的 连 分 数 展开 4 


6o = 2R +2 — a 5 ` 
(6) S>1 时 ,a 的 简单 连 分 数 展 开 式 如 下 家 
n 0 1 2 
a, 2-RS 8S MRS 
P, 0 IMPS MRE 
Q, 1 MR 1 


an RT SEDA 2RD, B) 
例 18 d=44R*S?-IOR, RS BER, SRM>2, Mæ 


1, a=1, b=0, oc=4M-1R28: WR, a= M 


ge 
(a) S=1 BY, a Wy ALES ITN aM PF Re 
n 0 1 2 
a,  2M-1R_ 2 1 2MR—-4 
P, 0 MR-4 RA 
Qr 1 2N R-4 1 
Lio, at RED H 
6,-24R-2- 2 _ MR-2+V/ 4d 
Ao 2 ° 
(b) S > 工时 , a fy fj iE 4 IPS PS: 
n 0 1 2 
a, 2M-1RS —1 1 S—2 
P, 0 QMRS-2 WRS—QW+1p 
Qn 1 Q2RS-24R-1 wR 
n 3 4 
a, 1 NRS -2 


P, 2RS-24"R MRS-2 
Q, 2MRS-2MR-1 1 
L+ a, R EDO 
9, = 24 RS 一 i = MRS tva A = S 一 1 = 24RS + vd 


Oo 2 Oo ~ OM + iR + 


u 连 分 数 与 Pell 方程 [第 1 章 
以 上 我 们 一 共 给 出 了 18 个 例子 , 以 下 说 明 给 出 这 些 例子 的 原 
A. 
定义 1.4 非 完全 平方 的 有 理 整 数 d, 如 满足 4=0,1(mod4)， 
则 称 为 判 列 式 。 fds i Rd, Wd=0 Rl (mod 4) 而 定 。 i do 
无 平方 因子 , 则 称 4 为 基本 判别 式 ， 
上 述 十 八 个 例子 是 所 谓 的 ERD (Extended Richaud-Degert) 
型 的 判别 式 , 它们 的 或 44o = 和 ?二 r, Heh Nir 为 正 整 数 , AA 
rj4N., HASH, 即 为 上 述 18 种 情况 。 


$2 Pell 方程 


2.1 Pell 方程 的 最 小 解 


设 为 一 个 非 完全 平方 的 正 整数 , Hd= 0 或 1(mod4)， 即 2 
是 一 个 正 的 判别 式 ,考虑 不 定 方程 


z’ — dy’ =4 (1.76) 
的 有 理 整 数 解 (%，y) 。 这 个 方程 称 为 Pell 方程 。 
命 
Va 
2 0 0 l 
= b= = 

a lea? ty iy d | | (odd, 

.2 | 


以 及 a=], C= d pij C 为 正 整 数 。 
由 外 可 知 ,a 的 简单 连 分 数 展开 式 为 


a= [to Big °*%, Gx], 
R Ha, srry Dy 是 基本 周期 ， 并 用 那里 的 记号 ， 对 a 的 第 n 个 完全 
商 


a, = (n>0), =a 


Pat Jd 
2a, 


有 (用 引 理 1.4) 


§ 2) Pell HE : 45 
Q,=1, Q>2A<l<k-1). (1.77) 
这 样 有 
Dont 一 Dax-192x_1 一 eq 21=1, 
即 有 
(2 Pon-1 — bq9zr-1)* -dg = 二。 
所 以 得 到 下 面 的 引 理 。 

引 理 2.1 Pell 方程 (1.76) 有 解 。 

引 理 2.2 gy Pell 方程 .76) 的 所 有 正 整 数 解 中 ，(Zo，?%o) 
(zo>0, 加 >0) 为 使 zeo+ dg 达到 最 小 者 ， 则 Pell 方程 (1L.76) 
的 所 有 有 理 整 数 解 (2， y) 可 由 下 式 得 出 

zt af dy + (243 yous yo)" nez, 


记 
Zotiy el _ prin 20-7 V FY 
9 nd + + 9 “和 


z+ 称 为 Pell 方程 (1.76) 的 最 小 解 或 者 基本 解 。 
A 见 华 罗 庚 著 ¢ 数 论 导 引 > 第 十 章 p.287 的 定理 2。 虽然 
那里 所 考虑 的 方程 的 右 端 是 1, 不 是 4。 但 其 证 明 方法 可 以 完全 照 
E. 我 们 不 在 此 详 作 了。 
引 理 2.3 如 引 理 2.2 所 述 , 我 们 有 


d- 
E= Pit [s b qit -i> 


这 里 记号 如 上 所 述 , 特别 JEL 是 a 的 第 7 一 1 个 浙 近 分 数 ， 


-| k, 如 k $; 
2k, wki. 
证 明 wey 为 Pell 方 程 蛋 .76) 的 一 个 正 整 数 解 。 命 


q=, p= tu, 


则 2.9 为 正 整 数 , BA 
ap’ —bpg-—cg =1, 


46 . 连 分 数 与 Pell 方程 [es 1 


于 是 由 引 理 1.7 即 知 了 为 “的 一 个 渐 近 分 数 。 因 此 有 一 个 正 整 


ay b, fi P= M1, Y= 44-15 H. Qi = (- -1)', 后 者 用 了 引 理 工 . 工 之 
前 的 定义 (1.16)。 由 于 Q:>0, 故 1 是 偶数 ， 又 Qi:=1， 故 由 
(人 .77) 即 知 l 为 天 的 倍数 。 再 由 s+ 的 极 小 性 , 即 得 引 理 。 
附注 1 引 理 2.2 可 用 引 理 2.3 证 明 中 的 方法 得 出 。 
附注 2 引 理 2. 3 的 证 明 方 法 也 证 明了 
E= Pr- +y gn-1 
是 广义 Pell 方程 
g? — dy? = +4 
的 爱 小 解 (也 称 为 基本 解 ), 即 在 这 一 方程 的 正 整 数 解 (z, 9), 使 
LE 2 为 最 小 者 。 实 际 上 显然 有 
e.e’= (-1)%, 


—— 


这 里 8 = Px-1 一 ~ 5 +6 dz-le 
同时 可 见 有 
e+ =E RZ, Wk ABRE E. 
上 为 偶数 时 ,这 个 断言 显然 成 立 ;6 为 奇数 时 ,应 证 明 一 下 e+ =e, 
BU iY. UE BR 


Pan-1 + B92n-1 = (Pu-1 + BQn-1) "> (1.78) 
其 中 p= 六 人 ~ 我们 指出 
=ba+c, = —-bB+c, (1.79) 
由 
a= [ao By °°, Br, (@—a@)~"] = p (ZX 一 Go) 0) 十 Prat L , 


Gx (@— 4) + Gy 1 
AR CH BY (1 -79)) 
bgr. + Ue — ogei = Peis Cai = Pr— “oPe-1. (1.80) 
H | 


§ 2] Pell AE a7 


2k—-t _ 
_Per-1 = [ay, a, ~ 


5 Ck, Gi, ta Gxi] 
G2z-1 


S Qn-l 
Le 
Pr-1i ~ 900k-1 


仿 上 可 有 
D2r -1 = Pur + cq24, gar-1 三 2 Pr-19%-1 一 bg) (1.81) 
这 里 还 要 用 一 下 (1.80)， 

H-8), (1.79) 即 得 引 .78)。 即 证 明了 e+ = 6， 若 为 奇 
数 。 | 

引 理 2.4 设 有 理 整数 .be 满足 |b] <ax<c, g.e d.a b, 
c) =1,， 且 4= b+4ac 不 是 完全 平方 。 令 


把 x 如 氏 所 述 的 那样 展开 为 简单 连 分 数 , 并 采用 那里 的 记号 ， 则 
广义 Pell 方程 


æ -dy = 4 
的 基本 解 ( 即 最 小 解 ) 
E = Pu-i + Bqn-i (1.82) 
而 Pell 方程 
w? — dy’ =4 
的 基本 解 


-{* 如 为 偶数 ， 
” Le, mk Hae, 


B® ee’= (-1)*, 这 里 a 为 «的 简单 连 分 数 展开 式 


(1.83) 


a= Lto, Gig **"s ay] 
SS IADR Gr e, s EEKAN, SERRA H EK 
KE. 
证 明 首先 可 知 当 d=5 时 ,a=e= 了 = +1, 这 时 引 理 显然 
成 立 。 以 下 总 假定 2>5. 


第 一 步 证 明 4jqs-1， 由 针 有 (用 定义 (1.16) 及 (1.37)) 


48 连 分 数 与 Pell 方程 [第 1 童 
(-1)*e= (-1)*Q,= ap, 一 b Dr-19n-1 一 Csal 
于 是 
(D Pr-1 + CQu-1) Ye-1 = OCmod a), (1.84) 
FR Hy (1.19), (1.86), (1.158 
P, = 20,Q).— Pu, = 20,4 — P, = 20,6 — 2aqa + b, 
BERAE (1.17)， 即 有 
(b Dr-2+Cgr-2)9x-1 =0(mod a), (1.85) 
iH (1.84), (1.85) 可 得 
bdy-1 = Clu- = 0 (mod a), 
Hike g.c.d (a, b, c)=1, B algue 
同 理 可 以 证 明 alga- CL. 
命 


b-b _ 
@ = Pu-1-— AEL, y= aM} 


其 中 如 =1 或 0, Hd=1 Be 0(mod 4) 而 定 。 
再 命 0= Ot me, yeZ, EA 


2- yo= pui -2p Tech 一 Teta! Pot Ve 


= Pui-1 — VWit-19, 
从 而 对 
O! = bz Md, a! _b-/d 


有 
(2 - ya) (x — yO!) = ( Prr-1 — Irr -1%) (Par-1 — qui-10!) 
= Pia ~ ? 2xrz-19xz-1l 一 £ qi = (- 18 Sn =(= D”, 
这 样 有 理 整 数 
X =2%—-—byy, Y =y 


满足 广义 的 Pel 方程 
X*-dY*= +4, 


县 


§ 2] Pell FE 49 
工学 < =t- OY = Dpi-1 _ W1-1%, 


又 不 难 由 


Pun = Lao, Gi, '**, @er-1] > SQ, 
Qkt-1 


Wik X, Y>0, 
反之 , 设 X, YeZ wR 
X?-dY’= +4, 
命 


Wc, yeZ, HX, 了 >0 时 ,zx, y>0., 


再 命 


-b 
9 Y 9= OY, 


则 p, gEeZ, RINKS, YOON, 有 p, g>0, 
b>0 时 , 这 一 断言 显然 威 立 。 在 0<0 时 , 由 
4acY*+4>0, | 
a idY°+4>5°Y", Kitt 


X=./d¥%4+4>-bY, & p= x ESLT) 


b 
p=g +- 


如 有 p=0, WHASE ERB, BADE a=c=1, b= 
-l, Mi d= “的 情况 , 这 已 在 引 理 证 明 的 开头 讨论 过 了 ,于 是 有 
p>0, 9>0 是 显然 的 。 
又 由 

p-qa=z-og= 工 -学 2 了 aver 


可 得 
2 2 
ap’ — bpg—cq’ = a(p—9qa) (p— ga’) =4 ou. +a, 
(1.86) 


5 p — 9a! = 


我 们 再 来 证 明 g.c-d(p, 9) =1, 


50 连 分 数 与 Pel 方程 [Bie 
设 素数 wp，9. 由 (1.86), Awla GERR n Bua, 
由 9=ay, Iug, ih n ELA we- 直 - 于 。 但 由 (1.86)， 


有 

sen) -A-E 
pie] 4, sigur! | -又 矛 盾 ， 这 就 证 明了 9.o.d.(p，9) =1, 
又 由 引 理 的 假设 可 知 | 土 s| < ML。 这 样 , 由 引 理 1.7， 即 知 卫 是 
a 的 一 个 渐 近 分 数 。 即 有 


P= Pe-1y J= Vi-1y iI, (1 .87) 
rh (1.86), (1.87) % (1.16), 有 
Q =a, (1 . 88) 


UPI bii HoH g=oy, 可 知 419;-1。 故 1 二 2 时 , 由 
(1.17) 4 (~1)*OP, = 2a.p,-1 ps2 -D De-1G2-2 + Pr-2%e-1) ~ 269-4 
-Q,-2 = (—1)*-1b (mod 2a), FER BM Pp,_-19:-2 一 Ds-291-1= 
(-l'. THA 


= b(mod 2a) , (1.89) 
Hh (1.19), (1-88) 和 (1.89), 有 
P41 = -b (mod 2a), (1.90). 


而 当 4= 工 时 , Hl=g=¢=y, 即 知 <a= 工 Hud.90) 总 是 成 立 
的 。 这 样 , Hy 1.90) 
P.41 = 2as — b, sEZ, (1.91) 
Hy (1.81) 8 
Jd <2Q,4+ Pri =2(8 +) a-b, 
FCF GFA BY 1.88) 51-91), 因此 得 到 say, RH) BIE BY s =a, 
用 反 证 法 ; 如 有 soo +1, MHAIDE 


Poa 2aya - b+2a>20( bt V -1)- b+2a-/d, 
这 与 Piri< Yd (HA.23)) FA. MUVA S=4 A M h 


§ 3) Pell FE 51 
(1.9) s5 4.1) 


P,,=2aa-b6=P,, (1.92) 
Hy CL. 88) , (1 92), 有 
d-P, i d~- Pi = 
Qin = Ca = Gg, = Ue (1.93) 


由 (1.92) 与 (1.93) 即 有 %|t. 
综 上 所 述 ,我们 证 明了 广义 Pell 方程 


X? dY? = +4 
HERAA, 了) 具有 下 述 形式 ; 
x - -YY. = Dir-1 — Vex-1%, tL, 
也 即 7 和 
tye’ = Per-1 + qn-18, b>, 
其 中 
B= [xi ° ‘ 


€ = Pr- + Ge-18, 
易 知 有 
l 827 = = (pd ~ ODu-1Un-1 — 69,21) = (~D* M+ = (—-1)*, 
由 于 我 们 已 对 任 一 个 正 整 数 芋 均 蕊 证 明 419,w-!:。 这 样 可 以 用 引 
理 2.3 之 后 附注 2 的 办 法 以 及 归纳 法 , 不 难 证 明 
P:n- i+ Ber- 1 一 E a 


从 而 可 以 得 出 关于 e+ 的 结论 。 引 理 证 毕 。 
附注 命 


eu Dot åy 
2 


是 广义 Pell 方程 
dy = +4 (1.94) 
HERE Wd 94) WS BT A Co, YIP 
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zty ty = t8”, neZ, 


引 理 2.5 如 引 理 2.4 所 设 , 则 有 
e=[1%, | 


其 中 是 “的 第 /个 完全 商 。 
”证明 命 p-1=1，p-:=0。 我 们 首先 来 证 明 下 列 断 言 ， 
Ag% dm = Din 1%m + Pm-2 m0). (1.95) 
我 们 用 归纳 法 来 证 明 (1.95)。m=0 时, (1.95) 显然 成 立 , 设 
(1.95) 于 m 时 成 立 。 由 定义 , (1.19) 与 (1.18) 可 有 
Pmt yd 


Br-lam + Pm-2 = Pai = y + Pm-2 


2an Qn — Ping + n41 ta/ a a 
O Qa 


= Pm-2 t Pm-t 


= Pm-2 + Om Pm- yigi Pm-1 


由 此 及 归纳 假设 , 有 
oR Gndm+tl = (Pim 1%m + Dn-2)%m41 = Dm®mnz1 + Pin-te | 
妇 纳 法 完成 。 所 以 ( 工 .95) 成 立 。 
于 是 由 (1.95) 可 得 
Ooa tOn = Pir-10n 十 Pr-2= Pu-i (Gy — Ag+ Gy) + pss, (1.96) 
其 中 用 到 
_ PitVd _ 2oxQ -Pei+、/ 8 


“0 a 
a _ 
= (x + Vy On + ae = = Oy — do + ao, 


这 样 , 由 ( 工 .96) 有 


oly = Pe — To Pr-1 + Pu~1%0 = Pu — Zo Pu-1 F Age ~ ABe 


= Pu ~ %0 Pu-i ~ qn-1 TAE = Ae, (1.97) 
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其 中 用 Aj e= Pr-1 + Bqx-1, op = aß = =, 以 及 


C 
Pr — Zo Pr -1 = a Qu-il» 


这 后 一 个 等 式 ， 由 于 419w-1， 故 可 用 与 引 理 2.3 之 后 附注 2 相同 
的 方法 证 明之 。 从 而 由 (4.97) 妈 得 引 理 。 

用 同样 的 办 法 , 可 以 证 明 下 面 的 引 理 2.6 及 引 理 2.7. 

引 理 2.6 如 引 理 2.4 rk, Hida, 为 gx 的 半 单 连 分 数 展开 
TASS OSS. Bai, o> See 为 取 自 一 个 基本 周期 (假定 循 
环节 从 ”= 0 开始 )。 则 有 ， 

IT n= Ey. 

引 理 2.7 WIRI, a Oe CEM Fo) 的 
奇异 连 分 数 展开 式 的 第 ”个 完全 商 。 设 如 ，…， 名 为 取 自 一 个 基 
本 周期 (假定 循环 节 从 %= 0 开始 )。 则 有 

[Ta=e. 

下 面 , 我 们 给 出 一 些 例子 。 由 第 二 章 的 genus 理论 可 知 , 类 数 
为 工 的 实 二 次 域 , 仅 可 能 域 的 判别 式 ( 二 次 域 的 判别 式 均 为 基本 判 
BR) d = 4de R do 为 下 列 情形 之 一 者 ， 

dy = 素数 p =1(mod4); do = 2; dy = 素数 g =3(mod4); 

dy = 2q, 素数 9=3(mod4); do = 91925 qi Yay qi = Q2 = 3 (mod4) 
均 为 素数 。 

因此 我 们 最 感 兴趣 的 4 是 既 具 有 上 述 形式 , 又 是 所 谓 ERD 型 
的 判别 式 。 根据 这 些 要 求 ,我 们 给 出 下 面 的 例子 . 


fil d=4NV+1, Ns2. “= tS 的 简单 连 分 数 如 下 


n Q 1 2 3 
a, N 1 1 2N-1 
P, 1 2N-1 1 2N-1 
Q, 1 N N 1 


e=2N+ Vd, E&E, 
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t/a 

例 2 d=(2N+1)'+4, NBO, wx= 一 -六 一 的 简单 连 分 数 
如 下 

n 0 1 

a Nil 2N+1 

P, 1 2V +1 

Q, 1 1 

a PNT TNE e ae, 

例 3 d=4 QV +1)'-8, Not, a=" 的 简单 连 分 数 如 
F: 

n 0 1 2 3 4 

a 2N 1 20-i 1 4N 

P, 0 4N 4N-2 4N-2 4N 

Q 1 4N-1 2 4N-1 1 

e,=8=4N:+4N + 2N +1) V4N TAN -I., 

例 4 d= 1GN?—8, N 为 正 偶数 ,a= NG 的 简单 连 分 数 如 
F: 

7 0 1 2 3 4 

a, 2N-1 1 2N-2 1 £4N-2 

Pa 0 4N-2 4N-4 4N-4 4N-2 

Qun 1 4N -3 2 4N -3 1 

e, =8=4N? -1 +2N V4N -2, 

例 5 d=4(2N +1) +8, N>0, a= 9 一 的 简单 连 分 数 如 
F: 


n 0 1 2 
a, 2N+1 2N+1 4N+2 
P, 0 4N+2 4N+2 
Qa 1 2 1 
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e,=@€=4N244N 42+ (2N+1)/4N°4+4N +3, 


例 6 d=16(2N+1)?+8, N>O0, a= va 的 简单 连 分 数 如 


Ts 
n 0 7 1 2 
a, 22N+1) (2N +1) 4(2N +1) 
Pa 0 4(2N +1) 4(2N +1) 
Q, 1 2 1 


eé,=e=16N7+16N+542(2N +41) ./16N2+16N+6, 
例 7 d=(2N+1)?-4, N JERY a= EV 和 的 简单 连 
分 数 如 下 ， 


n 0 1 2 
0, N 1 2N -1 
P, 1 2NŅN-1 2-1 
Qe 1 2N-1 1 
e ses WN ttt a 


例 8 d=4N’?-R, RARER, N=MR, MBER. H 
R=3(mod4), a= IEA A 的 简单 连 分 数 如 下 ， 


n 0 1 2 3 4 
a, N 2  2M-1 2 2N —1 
Pa 1 2N -1 2N-R  2N-R 2N-1 
Q 1 N- R+1 R ntl 1 


4 4 
e,=e=8NM-1+4M /d. 


例 9 d=(2N+1)?+4R, TEAS R=38(mod4), 2N+1= 
MR, Mew, as EVI 的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 ， 


n 0 1 9 
@ N+l M 2N +41 
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P, 1 2N+1 2N+1 

Q, 1 R 1 

| (Q2N+1)M+24Mya 

2 一 2 一 

例 10 d=(2N+1)?-4R, 正 奇数 R=s3(mod4)，2N+1= 


MR, 正 整 数 了 >1。a= 了 + 入 《的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 


n 0 1 2 3 4 
a, N. 1 M —2 1 ZN -1 
P, 1 2N -1 2N+1-2R 2N+1-2R 2N -1 
Q, 1 2N -R R 2N -R 1 


= 


2.2 ax:- bxy—cy' = QH 


本 小 节 的 内 容 是 经 典 的 ， 可 见 之 于 华罗庚 著 《 数 论 导 引 ? 第 十 
一 章 。 但 为 引用 方便 起 见 ,把 结果 扼要 的 列举 一 下 ， 

设 有 理 整 数 4, b, c 满足 g.c.d(a, b, c)=1, H d=b? + 4ac 
不 是 完全 平方 ， 所 以 ac 志 0. 发 ”为 “个 有 理工 整数 。 我 们 来 求 
不 定 方程 

— bzy- cY =Q (1.98) 

的 有 理 整数 解 (c, Y). gcd., y) = 工 的 解 ， 称 为 既 约 解 。 

引 理 2.8 设 (%, y) X (1.98) 的 一 个 既 约 解 ， 则 可 唯一 地 决 
定 二 个 整数 ?7,，s 使 

vs -yr = 1, l= (2ar— by)r — (ba + 2cy)s 
满足 
2 = dmod 2Q), 0<1<2Q, 

引 理 2.9 Ba, WW) BF, %)A(1.98) 的 对 应 于 同一 个 4 

的 二 个 既 约 解 , 则 有 | 
1 十 ven Y= ( Lot vo 0 
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HHE t, YEZ 是 不 定 方程 
t du? = 4 
的 解 。 
有 反之, 车 (2:，Yy2) 是 (4.98) 的 一 个 经 约 解 ， 则 如 上 决定 的 Cw， 
y) b (1.98) 的 一 个 既 约 解 , 且 有 相同 的 7。 
证 明 事实 上 


_ (ar — by) A — by2) 一 dyz u= — Y~ 21) 


即 合 要 求 。 
引 理 2.10 当 Q<0 时 , 命 | 
2, d< —4, 
da d= —4; 
6, d= -3。 
HU es A 20 BES HER WE A, 
”定义 2.1 设 4>0。 如 (i.98) 的 一 个 解 (%， 办 满足 
Qar+ (b ~- d)y>0, 


2ar+ (V d+by 


*S| oaa- (Saby 


<£, 
SUE e, 是 Poll 方程 
-du =4 

的 最 小 解 。 则 称 解 (2, y) (1.98) 的 原 解 。 

引 理 2.11 设 4>0, 如 果 对 应 于 同一 个 7 有 婚约 原 解 , 则 只 
By mE BE RR. | 

定义 2.2 对 4d>0, 4w=1, . 

定义 2.3 (〈 原 解 定义 的 推广 ) 4> 0 时 ， 原 解 定义 RIAs 而 
AUR, 凡 解 均 称 为 原 解 。 

于 是 引 理 2.10 与 引 理 2.1Lt 可 以 合并 为 下 面 的 引 理 。 


382.12 对 应 于 周一 个 上 WHR, WEA oT 
约 原 解 。 | 
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2.3 二 次 同 余 方程 的 解数 
在 本 小 节 内 容 中 , 我 们 讨论 二 次 同 余 方程 
a? = D (mod n) 
的 和 解数, KE D Bn HAHAERERAA, 命 
fom= > 1, 


æi mpn) 
zv§4=D(modin) 


5122.18 fp 是 mn 的 积 性 函数 , 并且 
fao) = Pol) 2) D0), 


其 中 Foo) yn 的 积 性 函数 ; 
Fo = I p”, 


Pt D.n) 


这 里 PREM, t RENER, D, no) 表 D 与 "的 最 大 公约 数 ,[ ] 
REAM JO 也 是 ”的 积 性 画 数 ， 可 如 下 决定 之 命 人 2= 
D- p™, DID, PERAG, m, 是 非 负 整 数 。 fr 
1, 4 p>2; R p=2, m 为 奇数 时 
-2 当 p=2, m 偶数 , 而 Da =3 (mod 4) hfs 
3, 当 p=2, m 偶数 ,而 Dz =1 (mod 4) ny, 


-1, 当 p>2, m, FR; 或 p=2, m AM; 
或 p=2, ms 偶数 , 而 D: = 3 (mod 4) pt; 
3 =} -2, 当 p=2, m PR, Ti Dz = 5 (mod 8) 时 ; 
”| 2, 当 p=2, m 偶数 ,而 D:= 1Gnod8) 时 ; 


(=2), 4 p>2, m, 偶数 时 。 


3k H(*.) 是 Logondro 4133, ah AMEE PADA 


1, 4 p=2, mz 偶数 ,Da =1(med 4), Hl=m +2; 
go(p") = 1 » Blam, + ey; 
0, STB. 
证 明 记 
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fol F) 


H (n) = Ze — 
Fo( 7) 
H u (+) 是 6bius py By, 
易 见 fo(w) 为 n 的 积 性 函数 , 从 而 1) n Fy PE R Be 
且 有 


n fo PY _ fap st 
H(p) Falo) Fol p») $ 之 e 


以 下 简 记 w= Mys E= Epe 
(1) 当 p>2 时 ,2E=1, 在 1l<li<m+e=m+1 时 ， 
H(p) =fa(p") p tel ~fo(p'') p7 De, 
但 对 O<t<m 时 , 有 | 


foal p) =p ta] 
故 得 
H(p')=0=go(p'), 如 p>2, L<my + Ep; 
(2) 4 p>2, l>m+e=m+1 时 ， 
H(p’) = (fo(p' - fo(p')) p I, 
又 在 这 时 有 
了 np(DD) =fn(p'-4, 
这 是 因为 色 奇 时 两 者 都 是 零 , IBN, 可 由 华罗庚 著 的 《数论 导 
引 > 定理 2.9.3 得 出 两 者 仍然 相同 ; 因此 有 . 
Hi p') =0=gp(p'), 如 p>2, l>m, + ey, 
(8) 当 p>2, ltre=miln, 
H(p’) = (fap) ~ fo(p”)) p kap 
容易 验证 , 4m 为 奇数 时 ， 
fo(p™") =0, folg”) = p ™, 
因此 有 | 
H(p') = -l=go(p'), 如 p>2 b=m,+e,, Am, Hs 
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也 容易 验证 , 4m ARA, 
m+l\ nL2] D, m — p [2] 
folp D= pH (1+ (全 让， fap) =p, 
因此 有 
_/D\_ i _ 
H(p') =(5?)= aol ), 如 p>2, Lamy +&y, H mp 个 ; 


(4) 当 p=2, mayen, e=1, 这 时 与 (C1),(2)，(3)- 一 样 可 
得 囊 (pD =90( ps 

(5) 当 p=2, m 为 偶数 且 Do =3(mod4)py,e=2, 4 I< 
m+ent 51), (D — An Hlp) =0=g(p')。 M4Al=mre 
=m + 2 kh, 

H(p’) = (f o(2"*?) ~ fo(2"+1)) 2 3 
而 此 时 有 
f v(2™*") = 0, fp(ar*y 一 2%, 
故 可 得 
H(p) = -L=gn(p")s 
(6) 4 p=2, m 为 偶数 , H Dp =1(mod 4) 时 , 2= 3。 
w i<l<mt+e-l=m+2 时 ,同上 一 样 可 得 
H(p) =O= gol p")s 
MA Hp") =1=90( 9p") UR 
2, 当 D, = 1 (mod 8 
H( p™**) -| _2 x% D 5Gnoa8)| = 2202") 

和 lem+4 时 有 五 (22) =0=9p(20)， 这 些 都 容易 验证 。 

总 结 民 ) 一 (6)， 即 得 出 Hn) = gp(n)。 引 理 证 毕 。 

附注 ” 引 理 2.13 也 可 改 述 为 下 述 形式 ， 

对 素数 宕 p", A 


[ pL ， 如 mms 


p z > Hm= my +1, 2|me, Hp= 2; 
2p? imm, +l, 2mp p>2, A (=?) = 1, 
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fo(p™)={ Rm=m, +2, 2\m,, p=2, H D, =1(mod $); 
4p ?, iy m=m, +3, 2)/m,, p=2, HD, =1 
(mod 8); 
(0, 其 他 情形 . 
这 可 由 引 理 2.13 通过 计算 得 到 。 


2.4 实 二 次 无 理 数 连 分 数 展开 式 周期 的 长 度 


本 小 节 致 力 于 证 明 下 面 的 定理 2.1。 
定理 2.1 BAG, 6,，c 满足 |b] <a<c, H d=b+ 
4ac 不 是 完全 平方 。 再 设 <= (5+ 9d)/2c 的 简单 连 分 数 为 
a= |do, ai, t, Oy], 
Hepa, e, Oy 为 基本 周期 。2(a) = 不 称 为 w 的 简单 连 分 数 展开 
式 周期 的 长 度 , 简称 为 a 的 长 度 , 则 我 们 有 
p(a@)=O(/dlogd), — 
这 里 0- 所 含 的 常数 是 可 以 有 效 计算 的 绝对 正常 数 。 
证 明 令 a 的 第 ”个 完全 商 为 


Cn 一 Laz (n> 0) 


则 由 引 理 1.1 与 引 理 1.2 知 有 
d= P? + 4Q,Qn-1 (n>1), 1<P,< Vd (n>), 


1<Q,.</ d(n>0), 
Jd —P,<2Q,< Jd +P,(nel), 
由 此 即 知 有 
plo)=k< X l= > 1+ 
i<n<J/d | 1<n< Yi 
x?=d (mod4n) x?=d (mod4n) 


jan-J/ d|<x<Jd [vV d]-an<x<[J/d] 
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5 1, (1.99) 


va Vd ene Jd 


xed (modan) 

9n—[ vy d]<x<[v d] 
在 前 一 个 和 中 , e 在 一 个 mod 2n 的 完全 剩余 组 中 变化 ， 又 当 2 满 
Er =dimod 4n) if, y= e+ Ante Z) hey’ =damod 4n), 因 
此 第 一 个 和 是 


1 1 
>> 本 = 村 > l=; D fith), 
a 2 o 2 Ja 
1<n< 1<n< ve 1<n< vt 
x?==d (mod4n) x2=d (mod4n) 
x(mod2n) x(mod4n) 


(1.100) 
其 中 fal) 如 引 理 2.13 所 述 。 
(1.99) 的 第 二 个 和 中 ,整数 & 的 连续 变化 范围 的 长 朗 是 
2[./ d] -2n+1< 2n, 
一 不 等 式 是 因为 由 
nov i [Val + iV} 
2 2 


可 以 得 出 


ARC OD AAA 
< Ð 1=5 B f. (1.101) 


vo cn< Sd Vå cnc va 
X==d (mod4n) 
x(mod2n) 


总 之 ,由 (1.99). (1.100), (1.101) % 


pO<T E fmc? D fem, 
ten<J/d IKhC á d 


于 是 由 引 理 2.13 即 右 
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P<; B Fem) D gm) 
I1<n<4V i tqmin 


=} BD gem) Ð ACCA, mn)), (1.102) 


t<em<idd 1<ncivd 
m 


其 中 G(n) = p, (d, mn) 表示 a 与 mn 的 最 大 公约 数 。 由 
引 理 2.13 即 知 , (1.102) 的 内 和 中 的 % 只 需 取 特定 的 , 此 时 
G((d, mm)) =@((d, nT p*")), 
这 里 整数 nl, 于 是 
G&((d, mm)) = G( [E pr. (dms n)), 
其 中 
d= dm [I p”, g.c.d.(d,, m) = 工 
pim 
H GAY BU, 有 
G((d, mn)) =G (ldm 9) IT plz], (1.103) 
pim 
ety (1.102) 29 (1.103) 45 


POE D sme D Uae), 


i<m<4vd <n etna 
m 


(1.104) 
又 ,对 实数 X >l MERZ u Alu 是 uöbius 函数 ) 


5) Gig.c.d.(un)y= E aD 
1l<n<X - LeencX 


i<l|u, n 
g.c.d(u, nh) as} 


wafu l 
1X 
tan 
g.c.d, n)=1 
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" Au ay T) 2," n pw) = we Gate (v) 


1<n< serait 
l, v>1 


— 人 \ 
z2 D Ses) 3, Bo, 


1<iju 1<n<Ž l<a<t 
(1.105) 
X JL p 是 Euler 函数 , 并 用 到 
1 所 Plh), MI=H, 是 完全 平方 , Bis. 
Hi (1.105) 4 
e0) 
1 CE c.d. (u, n)) = pee [+ PISIA 


Isi 
=X TT ber Js i (ts), (1.108) 


这 里 g ERI HAE SEM. REC 104 “§ (1.106) 即 有 


PVT E 1 Ng y(m) |. I pt] I (1+4) 
i<m<4iyv d idm 7 


| ‘Te (YI 
<2./d TI (+4 =) D nmp ki 
p’|d m 


enay 
于 是 由 gs (m) 的 性 质 有 


Pa) 2 d H (1+ >) 1 (t+ 2) 
wa 


vaN (00d) DA (1+3) 


pid 


«VF TT (1+1)« dlog, 
<4/d P 
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这 里 < 所 含 常数 是 可 以 有 效 计算 的 绝对 正常 数 。 这 样 , 完成 了 定理 
2.1 的 证 明 。 


本 章 评注 


1. 本 章 相 当 多 的 内 容 均 系 经 典 的 ， 可 参见 参考 文献 135] 与 
[37] 的 有 关内 容 .。 

2. 第 一 节 中 , 除 引 理工 .8,1.10 和 引 理 1.9 的 个 别 内 容 外 , 均 
系 引 自 参 考 文献 [47] 、[5 名 和 L541， 有 些 则 是 本 书 中 首次 得 到 
的 。 

3. 第 二 节 的 引 理 2.4 采 自 参考 文献 [54]， 引 理 2.13 RAS 
考 文献 [45], 定理 1.1 采 自 参 考 文献 45] 454], 其余 内 容 均 系 
经 典 的 , 可 参见 参考 文献 [355] 与 [87]。 


第 2 章 


一 元 一 次 型 与 二 次 域 


本 章 讲述 二 元 二 次 型 与 二 次 域 的 基本 理论 , 主要 是 算术 理论 ， 
包括 类 群 、genus 理论 和 二 元 二 次 型 与 二 次 域 的 理想 之 闻 的 对 应 
关系 ， 初 步 接触 关于 类 数 的 Gauss 狂想。 这 章 的 绝 大 部 分 的 内 容 
都 是 经 典 的 ， 有 些 从 Gauss 时 就 已 有 了 。 我 们 在 此 作 了 比较 全 面 
和 系统 的 介绍 。 


§1 二 元 二 次 型 
1.1 二 元 二 次 型 的 分 类 与 初等 类 数 公式 


Rda 为 一 个 给 定 的 判别 式 ， 即 为 一 个 给 定 的 非 完 全 平方 的 有 
理 整 数 ， 且 d=0 或 1(mod 4) 。 再 设 有 理 整 数 c，b，c 满足 82- 
4ac=d, BAR ac+~0, 

二 个 变 元 x, y 的 二 次 齐 次 多 项 式 
f=(G, b, 0)) =f (£, y) = an? + bay + cy’ 
称 为 是 一 个 其 判别 式 为 4 的 《有 理 整 系数 的 ) 二 元 二 次 型 ， 并 记 
d=d(f), 今后 如 无 特殊 声明 均 认为 型 的 系数 是 有 理 整数 . 
定义 1.1 ġġ f=flæ, y) =ar + bayt+ey HF=F(a, y) = 
az +bizy+ cy 是 两 个 给 定 的 二 元 二 次 型 。 如 果 存 在 有 理 整 数 
T, &§ 加 1 使 有 
ru—st=1, 
a,= ar? +brs + cs’, 
bi = 2art+b(ru+st) +2csu, 
Cı = at? + btu + cu’, 


$1} | 二 元 二 次 型 a? 
Bh 
a=7rX+tY, y=sX+uy 
时 , 有 
f (æ, y) = F(X, Y), 
Be AR iS, 有 


r s\/2a b\/r t (2a 2 | 
(| ne 2) DE 2c, 全 
那么 我 们 称 这 两 个 二 元 二 次 型 f 和 了 为 相似 的 , 并 记 为 


fer, REWEL SET, 

否则 , 就 称 为 不 相似 的 , 记 为 fe, 

易 见 相似 的 二 次 型 有 相同 的 判别 式 。 

g.c.d.(a, b, Y) = 工 的 型 ((c， b, RIRH., 

d>0 的 型 , 称 为 不 定型 , 这 是 因为 随 着 v, y 所 取 实 值 的 变化 ， 
fa, 四 的 值 可 正 可 负 , 也 可 为 零 。 

dg<0 的 型 , 称 为 定型 ， 这 是 因为 不 论 z, 到 任何 实 值 ， 只 要 
©, YORE HS, S (z,， 幼 的 值 恒 正 或 恒 负 ; 当 恒 取 正 值 时 , 称 为 正 
定型 , 否则 , RASS, 由 于 负 定 型 乘 一 个 负 号 即 转化 为 正定 型， 
所 以 我 们 可 以 只 讨论 正定 型 ， 

引 理 1.1 一 个 给 定 的 二 元 二 次 型 f(z, 奶 必 相 似 于 如 下 的 
— AR 

F(X, Y) =aX?4+bXV + 
其 中 有 理 整 数 4, b, ¢ 满足 
bl<lal<lel, 
并 且 | | 
ja}= min [F(X,Y)|= min [fæ y], 
(X >. ¥)e(1,0) (2.9 jelii 0) 

证 明 显然 ,可 参考 华罗庚 著 ¢ 数 论 导 引 ?第 十 二 章 ， 

易 知 二 元 二 次 型 之 闻 的 相似 关系 是 一 种 等 价 关系 ， 所 以 可 把 
所 有 二 元 二 次 型 优 是 否 相 似 进行 分 类 , 凡 相 似 的 分 在 同一 类 , 凡 不 
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相似 的 绝 不 在 同一 类 。 同 一 类 的 判别 式 相 同 ， 且 同 为 不 定型 或 正 
定型 或 负 定 型, 也 同 为 原型 或 非 原 型 ， 

定理 1.1 ARA d 给 定 的 类 只 有 有 限 个 ，。 

证 明 本 定理 证 明 可 见 上 述 所 引 华 罗 庚 所 著 书 的 第 十 二 章 。 
为 引用 方便 起 见 ， 给 出 证 明 的 大 概 。 出 引 理 1.1 即 知 在 每 一 类 中 
有 一 个 代表 元 ((e, b, c)), 其 中 有 理 整数 w b, c 满足 

lb|<Ja|<Je}, b?-4ac=d, 
由 此 即 知 有 
Id} b? -d 
i< jaja 14, 2 = 一 全 一 ， 


4a 
Runa, b, e 只 有 有 限 个 可 能 , 定理 得 证 .。 
IHd 表示 判别 式 为 & 的 原型 类 的 类 数 。 这 样 以 d 为 判别 
式 的 二 元 二 次 型 相似 类 的 类 数 


HO -F Ho (oe ). 


定理 1.2 TEST. ETA AAR OR 
元 组 可 以 取 为 


{ce b, ©))| 


TERR 见 以 上 所 引 华 罗 庚 所 著 的 书 的 第 十 二 章 ， 

为 给 出 不 定型 的 初等 类 数 公 式 , 我 们 给 出 下 面 的 定义 ， 

定义 1.2 两 个 二 元 二 次 型 f= ((4,b,0)) 与 P=((4,B,0)、 
称 为 广义 相似 的 , Hig I~, WER SH E RERS =- -A, 
.B, -C)), 
易 见 , 4I~F 时 , GAAS) =dF), 
原来 的 相似 称 为 狭义 相似 。 两 个 正定 型 如 广义 相似 ， 显 然 一 
定 狭 义 相似 。 但 对 不 定型 而 言 ， 就 不 一 定 了 ， 但 我 们 有 下 列 的 引 
Æ. 

引 理 1.2 设 两 个 二 元 二 次 不 定型 与 了 =((4, B, 0)) 满 
BF= C-A, B, -0)), 则 它们 也 满足 了 = 三 的 充 要 条 件 是 不 


a, b, cEZ, b*-4ac=d | 
-a<b<a<cc 或 0 过 DC= cj 
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定 方 程 
g? -dy = —4 
有 有 理 整数 解 , EH d=d(f)=d(F), 
证 明 首先 由 引 理 工 工 可 知 , 不 妨 设 f= ((c，- 8 -c)), H 
中 有 理 整 数 4, b, 满足 


|b|<a<e, g.c.d.(a, b, c)=1, d=b? + 4ac, 


a= min jj AE, (2.1) 
(#10) (,0) 
必要 性 的 证 明 ， 由 ((c，-8，- 0)) = (4，B，C)， 容 易 得 到 
(@, b, -c))=((A, -B, C)), 
因此 有 
((@, =b, -¢c))=((-a, =b, c)), 
于 是 由 定义 即 知 , FET, 8, t, ucz, 使 
ru—st=1, 
—a=ar*—brs —cs?, (2.2) 
-b =2art—b(rut st) —2csu, 
c = at* — biu—cu?, 
MER, 即 有 
r s\f{2a -—b -27 -b\/u -=t 
1 whos a)l -b 2c (i r ) 
at= — c8, a(r +u) =bs, c(r +u) = — bt, 
TÆR a]g.c.d. (es, bs) =sg.c.d.(b, c), {E g.c.d.(a, b, 6) 
=1, $% 
ajs, s=aR, REZ, 
以 此 代入 (2.2)， 即 有 | 
~l=r’—brR-acR?, -4= (2r-bR)?-dR?, 


这 证 明了 不 定 方程 -dy = -4 有 有 理 整 数 解 ， | 
充分 性 的 证 明 ; 由 于 x? 一 dy: = -4 有 有 理 整 数 解 ， 故 它 的 基 
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本 解 满足 se'= -1。 由 (2. mamatt td V4 的 简单 连 分 数 
展开 式 为 


a= [Co，a1， 01，…， tls 
其 中 apoo, or 为 基本 周期 ,上 为 基本 周期 长 度 。 由 ses/ 二 一 以 
一 章 §$2.1 的 讨论 可 知 -1=ee/=(-1)， 于 是 大 为 奇数 。 
这 样 由 第 一 章 的 记号 , 有 
a=Qr=(—1)*(apii—b pr-19-1— CGE) 
= — Opn + O Pr-1ge-1 + C-i 
2(a, —00)a +b = P= (-1)*-1(2a Pr 1 Pr-2— b (Pr-10r-2 
+ Pr-29r-1) — 209r-19r-2) 
= 26 Pri Pr-2 — bC Pr-19r-2 + Pr-29r-1) 
— 2694-19 %-25 
Qu-1= (—1)* (pes — b Pr-29r-2 — 698-2) 
=a Piar — 0 Prge- — CH, 
Pr-19r-2— Pr-29r-1 = (-L*?= -1, 
这 四 个 等 式 说 明了 
((@, =b, -—c))=((-a, —2(a,-%)@-b, Qu-iD)) 
= ((-a, —b, c)), (2.3) 
由 引 理 的 假设 ((- -4 B, -C))=((@, -b, -¢)) 及 相似 的 
定义 , 可 以 证 明 
((A, -B, C)) = ((-a, b, ¢)), 


由 此 可 以 推出 
((A, B, C))=((-a@, -b,c)), (2.4) 
H 2-3), (2.4) F=f, TARE. 
引 理 证 毕 。 


容易 证 明 二 元 二 次 型 之 间 的 广义 相似 也 是 一 种 等 价 关 系 ， 这 
里 主要 用 到 的 事实 是 
((a, b, ¢)) ~ (CA, B, C)) 
(a, - 6, ¢)) =((A, -B, C)), 


81] 二 元 二 次 型 7i 
这 已 于 上 述 引 理 的 证 明 过 程 中 应 用 过 了 ， 这 是 容易 证 明 的 。 押 以 
也 可 以 对 诸 型 依 是 否 广义 相似 进行 分 类 ， 所 得 的 类 称 为 广义 相似 
类 , 以 Ag) 记 判 别 式 为 & 的 广义 相似 原型 类 的 类 数 ， 而 以 A(o) 记 


判别 式 为 & 的 广义 相似 类 的 类 数 。 
由 上 所 述 及 引 理 工 .LI 和 引 理 1.2, 可 得 
引 理 1.3 RNA 
Hd) H (a) 
E Hay MD =| 2g) 


d<0; &d>0, 而 NN(e)= -1; 
如 果 Oo 而 Ne) =1, ? 
这 里 入 (8) = EE/!,， 而 8 为 广义 Pell 方程 
g? -dy = +4 
的 基本 解 。 | 
定理 1.8 对 4>0, RNA 
2hola)loge= Ð >> 1 
noted Pee ， 
m »g.c.d (m, n, = )=1 
T 
"log oe 
其 中 e 为 广义 Pell 方程 
gv- dyy=+4 © 


的 基本 解 。 
证 明 在 第 一 章 引 理工 .9 的 集合 好 中 取 一 个 如 下 的 子 集 


| P, QEZ, P=d(mod2), 
My = o- py oem o>2, 0<a’<1, 


@m=Q, n=P-2, 则 o= 7 5~/9 eam, sam 
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s/d -n Jad +n 
0< am SS Oia? MES» 


d-n? 
4 


1<n =d(mod 2), l<m 


_Rt/d 
的 E= o — 一 一 对 应 。 
对 每 一 个 判别 式 为 4 的 广义 相似 原型 类 ， 我 们 可 取 它 的 一 个 


RÆ J=, -b, 一 0)) 如 下 : 
a,b, ¢c EZ, |b|<a<c, d=b?44ac, g.c.d.(a, b, c)=1, 


这 样 , 由 第 一 章 SLR, BAT PE 展开 为 简单 
连 分 数 ， 


a= [Lao, Qi, ** ‘Gsl, 
其 中 ma，… ax 为 基本 周期 。 我 们 仍 采用 那里 的 记号 。 


取 o= Payt cute. WIAR 


Q>0, P> vd, J=- eZ, Q>0. 
再 设 
g.c.d.(Q, P, Q =1, 
这 样 , 二 元 二 次 原型 了 = ((Q, P, 9) ) 的 判别 式 等 于 已 
设 了 一 了。 这 可 区 分 为 两 种 情况 ， | 


D 4F=f=(G -b, -¢)) it, 这 时 存在 7,s, t uez, 


使 
ru— st=1, 
Q =ar? — brs —cs?4, 
P=2art—b(rut st) ~ 2csu, 
Q = at? — biu— cu?, 
由 此 可 得 
-b+ vyd 
op V+tt _ P+ 
-b+yd 2Q °° 
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即 有 @~B= 二 AQ ， 也 即 o 与 6 是 严格 相似 的 。 
(2) a PCC a, —b, c)) it, 这 时 存在 r，s, 6, ucz, 使 


ru—st=1, 


Q = -ar*—brs+cs?, 
P= — art -b (ru + st) + 2csu, 


Q= ~at? — btu + cu, 


由 此 可 得 
~b+.j/d 
27  “-” pia 
—b+J/d,_, Q” 
2a 


因此 有 o~B= -二 2 人， 但 此 时 有 auw(-r)-(-bs= -1 & 


OG BAD ERE HMM. 
2, FER F= ((Q, P, Q))~f = (Ca, —b, —¢)) Rt, 必 


Hop- PONE 。 把 上 述 推导 过 程 倒 过 来 ， 可 知 也 有 六 合 
题 , 即 我 们 有 


Q, P, D~ C0, Z6, —¢)) 


再 由 引 理工 工 9 可 知 ; Q, P, @))~f =((a, -b, -c)) 
RL, 有 
P-2Q=2Q: -Pı (P -2Q)?+4QQ =d 
l<t<a,, l<i<k, 


从 而 条 件 @>2， sere (amen Ga” of = To0 4) 


表明 了 


2Q: 
Ji- (P-Q) 


-2Q+ Va 
2< BG 
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V9 -AQ t Pai Cy 
~ ~ 


BA 
Q,—-t + “a P, <1, 
再 结合 
0<- BETA — <I, 
即 得 


t=a,, n=P—-2Q=P,, m=Q=Qi-1, 


这 些 论述 说 明了 , HERENI ESTIA, Agt 


g.c.d.(m, n, oe 及 (Q, P, ®)~f 
成 立时 ,是 且 仅 是 


i-1 


注意 上 述 论述 虽然 只 证 明了 必要 性 , 但 充分 性 显然 也 是 成 立 的 。 
又 由 第 一 章 引 理 2.5 可 知 


-让 
注意 后 一 等 式 的 成 立 用 了 Rx = Qo=a。 
综 上 所 述 , 我 们 得 到 
e= [1 "+ Yd. (2.5) 
0<Y dan <i< vain | 


1<n=d (mod 2) 
i<m | ! fom , g.c.d.(m, n, oon )=1 
((m, h+2m, oom m-n), —b, —c)) 
又 容易 见 到 ， 每 一 个 判别 式 为 4 的 原型 类 中 都 至 少 有 一 个 型 
出 现 于 Me 中 ,这样 (2.5) 对 判别 式 为 4 的 所 有 原型 类 求 乘积 ， 即 
得 
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va 
holdyloge= S 5 log SIME , 
1n<J/d JEW ee ttn 
nh==d (mod 2) 2 3 
m| 4 n" ge d.(m, n Son )=1 
(2.6) 
_ ane 
在 (2.6) 右 边 的 求 和 号 下 , 令 =O", ， 即 得 
2m 
hld)loge= J D log VEET 
i1<n<vVd VGN mel aitn 
n==d (mod 2) 3 
ml) er ,g.c.d.(m, n, t-t =] 
(2.7) 


“把 (2.6) 与 (2.7) 相 加 , 即 得 到 所 欲 证 明 的 定理 ， 
附注 (2.6) 与 (2.7) 也 可 作为 类 数 公式 。 
推论 Yd>0 为 基本 判别 式 时 , 我们 有 


Qidlge= D 3 1 \log VEE” 
ili<n<vd Vin em Vain yé-a 
n=d (mod 2) 2 
m| d—n2 
=2 >> y log a k tn 
In< 可 Vi-n me Etn ™ 
n=d (mod 2) 2 2 
m| d—n? 
4 
2m 
= 2 >> D log JT s 
lSn<Va Vd-n ey VE tH -9 
n==d (mod 2) 2 2 
a-—tnh? 
m| Dr 


证 明 只 需 注 意 到 4 为 基本 判别 式 ， 则 以 为 判别 式 的 型 一 
定 是 原型 。 


1.2 二 元 二 次 型 的 合成 
设 4 为 一 个 给 定 的 判别 式 。 我们 在 本 小 节 中 讨论 判别 式 为 了 
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的 二 元 二 次 原型 类 的 群 结 构 , 这 是 Gauss 最 先 给 出 的 。 
定理 1.4 记 判 别 式 为 & 的 二 元 二 次 原型 类 的 全 体 为 多 (qd) . 
WE (@) 是 -一 个 有 限 Abel 群 ， 其 中 对 多 (4) 中 的 两 个 原型 类 (以 
LF] Br ig 6528) 
Lf] = lf = ((a, b, ¢)) =f, y) = av + day t+ cy’, 
d= b* — 4ac] 
和 [Ff] = LF" =(, b, eN) =f, y) = 60 + bay + ey, 
d =b" —4a'e’}, 
定义 [ 广 与 [If 和 的 合成 即 群 乘积 为 
[fle(f’] = [F] = [F= (A, B, C)) = Fea, y) 
= Ax’ + Boy + Oy’, d= B?-4A0}], 
这 里 a, b, c, a’, 6’, c, A, B, CeEZ, 
g-¢.d. (a, b, c)=g.c.d.(a’, b’, 6’) =g.c.d.(A, B, C) =1, 
BA, B,C 可 如 下 决定 之 ; 


m=g.c.d.(a, a’, LELA , 
G =0 m, a’ = dm, LELU = km, 
C12 +a + kw=1, 
Å= CAUCA 
B=b + (b —b) az — 2ajcw =b" + 6- -ba z’ -2a c'u, 
B? -d 
C= 4， 
以 上 的 所 有 字母 均 表 有 理 整 数 ， 


WH, C@) 的 恒 等 元 是 [1] = [((1，5o,c0))]， 这 里 co= 
， 而 bo=0 或 1, 视 4=0 或 1Cmod 4) wz, 
在 群 的 运算 下 , [Ca b, c)) JRM E 
[((@, b, e))] t= Elas -b, e))]. 
证 明 首先 注意 , 容易 证 明 


b + (b-b) az — 2a,cw = b+ (b —b’) ale’ — Qale/e, 


Pond 
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故 B 的 定义 是 合 理 的 , 其 次 应 证 明 C 是 整数 。 这 是 因为 由 
B? = (b + b’ ~b) az — 2a,cw) (b+ (6 — Bb’) alz’ — 2aic'w) 
=d +w(bb'k ~ dk — 2bce’a', — 2b’ca,) 


+4A (( Cw + oom z\(o ly + © 2 z) 


+ (cz + c'2)), 


及 
bb/k — dk 一 2bc’a, 一 2b’ca, 
_1 ,b+0’ „btb ; 
= 二 (bb 一 2 一 d — 可 2bc'a 2b'ca) 
= © or- date? -A + 2" (b — 4ac -d) =0 
Qn 2m ° 
可 得 


C =m(cz! + 0/2) +( owr 2 a (erw 5? a"). 


2 
即 证 明了 C 是 一 个 整数 . 
另外 , 为 证 明定 理 , 我 们 需要 下 列 的 引 理 。 
引 理 ” 设 妨 , a, b,c 为 任意 给 定 的 整数 , ABE 
N==0, g.c.d.(a, b, c)=1, 
则 存在 既 约 整数 对 (zx， 中， 使 
g.c.d. (ax + bry+cey, N)=1, 

证 明 ”这 个 引 理 可 见 华 罗 庚 著 ¢ 数 论 导 引 3 引 理 12.5.2. 为 完 
整 起 见 ， 给 出 它 的 简短 证 明 如 下 Lo, y) =ar + bayt+ cy’, 
对 育 的 每 一 个 素 因子 vp, 由 于 

g.c.d.(F(1, 0), FO, D, Fd, 1))=g.c.d.(a, b, c) =1, 


故 存在 整数 对 p Yo) HE G-¢- AF Ep Y), P=1, RRR 
9-¢-A@, Yo) ==。 再 由 中 国 剩余 定理 即 得 引 理 。 
由 引 理 , 取 整 数 Q@ 为 f 原 表 出 , 即 存 在 婚约 整数 对 (x, 四 ,使 
fC, y) =Q, AA 
g.c.d.(Q, 2daa’) =1, 
于 是 
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f = (CQ, *, *)). | 
HAIM, RO Af 所 表 出 , 且 
g.c.d. (Q, 2Qdaa’) = 1, (2. 8) 
于 是 也 有 
= ((Q’, *, *)). 

Hf gcd. (Q, Q)=1, 于 是 当 bY 跑 过 所 有 整数 时 ，Q4 

SOV FI DARE EERTSE, RETTES 内， 全 


(xi 
f= (CQ, *, *)) = xa, P, Q’T)) =9, (2.9) 


GD 
fl= ((Q’, * DER, P, QT)) = 9’, (2.10) 
其 中 卫 , T Py yee, d= P? -4QQ’T, 


& 
G= ((QQ’, P, T)), (2.11) 
ge 9, G 均 是 判别 式 为 @& 的 原型 。 且 有 
G(X, Y) =g, Yg, y), (2.12) 
这 里 


X=a2n'—-T yy’, Y = Qey + Q’x’y + Pyy’ (2.13) 
《2.12) 可 由 直接 计算 验证 。 
KEIT, F's WA 
G(X, Y)=f@, CH Y). (2.14) 
这 里 整 系 数 双 线性 变换 
X = præ’ + pycy' + par’y + Payy’, 
Y = gax’ + qiny’ + qt’Yy + gsyy’, 


使 下 列 各 整数 (行列 式 ) 
| P 7 P| | P Psj Pı Pa| 2 Ps) Fip 
|g qı q qa | q 93i 9i Goi 1% G3} i92 9% 
的 最 大 公约 数 为 1 


容易 看 到 ， 具 有 这 种 性 质 的 判别 式 也 为 4 的 二 元 二 次 原型 G 
所 在 的 类 只 与 了 和 f' 所 在 的 类 有 关 ， 并 且 与 + AS’ 的 先后 次 序 


§ 1) 二 元 二 次 型 
fxfy, fief 


时 ,具有 上 述 性 质 的 9 与 Gi 是 属于 同一 个 类 的 , 即 有 ， 


GG. 


这 就 是 Gauss 原来 关于 合成 的 定义 。 群 运算 法 则 的 成 立 ， 也 可 由 
此 而 推出 。 因 此 我 们 只 需 证 明定 理 中 的 也 与 现在 的 G 是 相似 的 ，。 


H (2.9) (2.10), 可 命 
G 6) 
g= ((Q, P, Q’T)) =(G, b, c))=f, 


g’ = (Q, P, ery) RCC, bf, o/)) =f’, 
则 有 
T, $, t, LEZ, ru—st=l, 
a= Qr? + Prs + Q'Te?, 
b = 2Qrt + P (ru + s) +2Q' Tsu, 
c = QE + Ptu+ QT, 
Tr’, 8, Y, WEZ, ru’ -st =l, 
a = Qr” + Pr’'s! + QT s”, 
b? = 2Q rE + P (rw + st) + QT 8/u/ 
e= Qt + Prw 4+ QTu", 


3 


于 是 , 命 


Xo=77/ -Tss’, Yo=Qrs’ + Q’r’s + Pss, 


即 有 (用 (2.12) 与 (2.13) ) 
aal= 9(%, 8)g/(T’, 8!) =G(Xo, Yo) 
= QQ’ X$4+PX Y+ TY}, 
Hy (2.16), (2.17) (2.20) (2.21) 4 
2au — bs =2Qr + Ps, 
2a/u! — b/s’ =2Q'r + Ps, 
由 (2. 28) | (2.25) 和 (2.26) 可 得 


2QQ'X + PY 9 = 2aa/u! — ab/us’ — a/bu's + d+ bb’ ss/ 


2 


(2.15) 
(2.16) 
(2.17) 
(2.18) 
(2.19) 
(2.20) 
(2.21) 
(2.22) 


(2.23) 


(2.24) 


(2.25) 
(2.26) 


(2.27) 
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注意 
ax bb baby. 2a¢ TEUD Dale! 
-是 一 个 整数 。 
由 (2.23)、(2.25) 和 (2.26) 还 可 得 
Y = aus! + a/u's 一 ote" ss 


这 样 由 mw 的 定义 , (2.27), (2.28) (2.29), Ep13 
mlg.c.d. 20Q’F0 +PYo, Yo). 
ARRA, 及 (2.8) (2.24), BAA 
g-c.d. (QQ, Y) =I, 
H (2.80) (2.31) 即 有 
m|g.c.d.(2Xo, Yo), 
又 由 (2.23) 可 得 
XQs/—- YI/= -as, X,Q/s -Yor= —as’, 
由 此 可 得 
g.¢.d.(Xo, Vo) |g.c.d. (a's, as’), 
HQ, VHEXA 
g.c.d. (a, Q) =g.c.d.(«’, Q) =], 
再 由 (2.16) 与 (2.20) 以 及 (2.15) 与 (2.19)， 可 得 
g.c.d.(a, s) =g.c.d.(@, s’) =1, 
从 而 


g.c.d.(a’s, as’)=g.c.d.(a, a')g.c.d.(s, 8’), 


又 由 (2.23)、(2.15) 和 (2.19) 可 知 有 


g.c.ad.(g.c.d.(Xo, Yo), g.c.d.(s, 8’)) =1, 


g (2.33) — (2.35) § 
g.c.d. (Xo Yo) |g.c.d. (a, @), 
Hy (2.36), (2.27) 和 (2.28) 可 知 
god. (Xo PO Pt” ser, 


不 难 证 明 


re. 


(2.28) 


(2.29) 


(2.30) 
(2.31) 


(2,32) 


(2.33) 


(2.34) 
(2.35) 


(2.36) 


(2.37) 
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g.c.d.(g.c.d.(Xo, Yo), ss’) = 工 (2.38) 
XT ih (2-28), (2-15), (2.16), (2.10) 45 (2.20) 78 Hh, 
Hy (2.37), (2.38) Ae 
oye 


g.c.d.(Xo, Yo) —y 


结合 (2.36}。 即 得 
g.c.d.(Xo, Yo)|m, (2.39) 
我 们 来 证 明 
g.¢.d.( Xo, Yo) =m, (2.40) 
如 (2.40) 不 成 立 , WW py (2.382) 及 (2.39) 有 
2g.¢.d.(Xo, Yo) =m=g.c.d.(2Xq, Yo), (*) 
但 这 是 不 可 能 的 , 因为 可 令 非 负 整 数 e，e/' 使 
2° |X o 2°" Yo, 
则 由 (*) 可 得 Sel, Bi BDA 
2e+1 a, a’, Dt, Ya; 2° Xo, 
由 此 结合 (2.24) 即 得 2| QQ’, X45 QQ’ 为 奇数 的 取 法 矛盾 ， 这 就 
证 明了 (2.40) 。 
命 
Xo= Rm, Yo=Sm, R, SEZ, g.¢.d.(R, S)=1, (2.41) 
则 有 (用 (2.24)) 
QQ’R? + PRS+TS?- A, (2.42) 


令 


U = wm — ( cw + b 3 2) ws 一 (c/w + 一 a! Jus’ 
= 88’ (C72 + C2"), (2.43) 
则 eZ。 由 (2.27) 一 (2.29) 可 得 
2QQ'R+1PS+BS=2Awm+(B-b’)ous’+ (B-b)alu’s 
+ (km— a,c — aic’ — kB)ss’, 
这 里 还 用 到 4 的 定义 , 再 用 五 的 定义 , 即 得 
2QQ'R + PS + BS = 2 Auu’m + (b —-b)aalus’g 
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— 2¢/a,a,wus’ + (b’ — b) a, aiu’sz — 2ca,aiwu's 
+ s8’ ((kêm- ac — ajc’) (1 — kw) — b’ayzk — baiz’ kh), 

这 里 还 用 到 O12 + O12 +kw=1, 把 这 个 式 子 再 用 一 次 , WA 
20Q'R+PS+BS=24( uwm +? PP usta! 


b’—b 
— C’ wus’ +- 9 一 wss 一 cao s ) 


+88! (a,2(k’m-— oc — aie’ — b/k) 
+a’ (k’m—a,c —ajc’—bk)), 


再 用 
km- ac — aie’ —b/k = 一 2c1c7， 
km-a- ac’ —bk = —2a,c, 
可 得 
2QQ’R+ PS +BS =2AU, (2.44) 
Hy (2.42) 5 (2.44) 可 得 
4QQ/A= (2QQ’R+ PS)? — dS? = (2AU - BS)? - dS? 
=: 4 A?U? — 4ABUS +4ACS8?, 
即 得 


QQ’ = AU? - BUS +082, (2.45) 
Hy (2.44) E (2.45) 可 得 
2QQ/RU + (P - B) SU +209? =2.AU? — 2BUS + 208? =2QQ’, 
故 有 


(25*0- os)s - QQ’ (RU -1), (2.46) 
这 儿 ESF eZ. py (2.24), (2.41) By.c.d.(QQ’, aa’) =1, K 
有 9.0.0.(QQ S) =1, (2.47) 
所 以 由 (2.46) 与 (2.47) 即 知 ; 有 
SeZ RU- SS’=1, (2.48) 
B-P 


~g U -08 = QQ’S’, (2.49) 
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由 (2.49) 有 
(2QQ’S’+ PU)? = (BU - 2C8)? 
= dU? + 40 (AU? — BUS + CS?) 
= (P?-4QQ/T)U? + 4CQQ’, 
最 后 一 步 用 了 d=P? -4QQ@’T 及 (2.45), 由 此 即 得 
C=QQ’S" + PSU+ TH (2.50) 
4 O=0n, H (2.48) 4S’ = -S=41, 则 由 (2.44) 有 
B= - 2QQ’RS - P, 
EJ 
B = 2QQ’RS’+ P(RU + 88S’) + 2TSU, (2.51) 
in S=0, Wildy (2.48 4 U=R= 41, 从 而 由 (2.49) 有 
B= 2QQ/US’ + P= 2QQ’RS’ + P(RU + SS’) + 2TSU, 
R2 .5D Æ S=Onf, HR. 4 US*0 时 , 我 们 来 证 明 (2.51) 
由 (2.45)、(2.42) 与 (2.50) 有 
QQ’ = AU? — BUS + O8? 
= (QQE + PRS + TS*)U2 - BUS 
+ (QQS? + PSU + TU?)8? 
= QQ’(RU —-SS’)? + 2QQ’RUSS’ 
+ PRU +SS9US + 2TU-S" - BUS, 
用 US0， 即 知 紫 时 (2. 氏 ) 仍 然 成 立 。 这 样 ， 由 (2.42)、 (2.51), 
(2.50) 和 {2.48) 即 知 有 


得 到 所 需 。 定 理 的 其 余 的 两 个 结论 显然 成 立 。 定 理 证 毕 。 
附注 由 定理 工 .和 的 算法 可 知 ，c 41,， Ama 均 是 比较 容 
易 计 算 的 , 而 了 满足 辐 余 方程 组 
| B=b(mod 2ļa,|), B=b/(mod 21a’l), 
B’ =d(mod 4/A]), 


不 蕉 证 明 这 个 同 余 方 程 B(mod 2|4|) 有 唯一 解 , 但 可 见 所 要 求 的 
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恰好 如 此 , 所 以 可 用 求 这 个 同 余 方程 组 的 办 法 来 算出 B. 
推论 设 f=((4, D，c)) = 了 wo y) =a +bry+ cf 是 一 个 
其 判别 式 为 4 的 二 元 二 次 原型 , 且 g.c.4.(4, 4) =1。 则 在 Gauss 
合成 下 , 对 ”>2 有 
[F]*=CFflelfle--e [F] = al, 
Wo y 


n 个 
其 中 
F, = (Gas bs, Cn), 
这 里 G1 =4, b,=b, c1= 6c, @,=a', 
0, 是 同 余 方程 组 


Da = 6,_, (mod 2\a|*-*) 
| =d(mod 4[a|*) 
mod 2a" 的 唯一 解 ， 而 Cn 由 
b? —4a,¢,=d 
给 出 。 | 

证 明 用 定理 1.4 及 附注 即 可 证 明 推 论 在 %=2 时 成 立 , 然后 
再 对 » 用 归纳 法 , 即 得 所 需 。 

例 1 Bed=1-—49', 其 中 9g, l KERZ, H g>2, Z f= 
(C, 1, T7) 是 以 4<0 为 判别 式 的 二 元 二 次 正定 原型 。 由 推论 
易 得 

CFI" = ECan, 1, 9g"))]1, 1<nei, 
由 此 可 知 ,对 L<n<i, 
[fj]"= [1], ERA n=l, 
这 里 [1] 是 判别 式 为 4=1 -4g': 的 原型 类 在 Gauss 合成 下 所 成 的 
Abel $ E (d) Kyi E50, BN 
| [1] =[cd, 1, o]. 
4 hd) = [@ (2) |, We AEREA 
/|1p0(d) 。 

例 2 设 4= 工 +492?， 其 中 9，?7 HERR, Hoe>2, Se 

不 是 完全 平方 。 取 f=((9, 1, -¢')). BH, 50) 1 一样 、 
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可 得 
El ho(d) 。 
1.3 二 元 二 次 型 的 自 同 构 群 

”定义 1.3 对 一 个 给 定 的 其 判别 式 为 4 的 二 元 二 次 型 了 = 
((c，D，0)) = 了 (zz = 02 +bayicy’, MRR R os 

U, X=ra+ty, Y=su+uy, t, u, $, tEZ, 
使 

F(X, Y) = f (ratty, sæ + uy) = f (æ, Y), 


MEU HF ORO A BL, tt 7 s ]=ru-st=1, 或 称 可 


为 了 的 广义 自 同 构 , 如 detl 7 -ma 1, 
附注 “在 上 述 的 定义 中 , 可 用 和 矩阵 记号 , OT BOWER) 


2a b X x r tł 
f=(; M! ()=2(). 7- a) 
mA f(T] USU =f, 则 称 也 为 上 的 (狭义 ) BAM, de U 
=1, 或 称 口 为 f 的 广义 自 同 构 , 若 detU= -1, | 
引 理 1.4 设 f=((4, b,c) 4 F=((4, B,C) 为 两 个 它 
们 的 判别 式 都 是 4 的 二 元 二 次 型 , 如 存在 M ESLs(Z) 使 


f[M] = 
则 有 
M <ar> = ay 
其 中 
— B A _ -T 
ap = E, a, = bad 


证 明 直接 计算 可 得 ， 
引 理 1.5 (a) f=((a, b, 0) ) 的 全 体 自 同 构 组 成 了 一 个 群 ， 
BAT WM AP He, 记 为 0;(f)。 设 4 为 的 判别 式 , 则 有 
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t- bu M 
Poe T | -dws 
0.(f) = 4 : 


au pej b vez 


(8) ESE f= (a, 8, 0)) 的 一 个 广义 自 同 构 , 则 
Oi S? = I, detS = - 1, 
这 里 了 是 二 阶 单位 方 阵 。 

证 明 (0) 由 引 理 1.4 可 得 。 

(b) detS= - 工 是 已 知 的 ， 由 于 我 们 已 约定 ds 0, 故 存在 非 
异 的 复方 隆 了 , 使 = PPP, MBPP, M g ST=87, 
det S1 = -1。 由 此 立 得 S3= 了。 mia S? = 


引 理 1.6 设 f=((6, b, 0c)) CAAA 的 二 元 一 次 型， 
Du Ay 
(a) 当 d -3 时 ， 


L 
, 1 一 一 2 
=E -二 下 


因此 [10.Cf)|=6, 10, (F)/04 (Ff) | = 2s 
(6) 4 d=-4p}, 


-b -2 
0,(f)= = r sa p s Jh 0G) = {41}, 


因此 |10.Cf)1=4, 10,(f)/03(f 了 )1= 

(c) 当 d< -4 时 ， 

O,(f) ={4 1}, Of) = {I} 

EOG] = 2, 10.(F)/04(F) | = 2s 

(4) 4d>O0n, 

O, fy H{tef|nEeZ}, O2(f) ler |neZ}, 
这 里 e, 是 Pell 方程 r -dye =4 的 基本 解 。 因 此 
}0,(7)/O2.(F) | =4, 


> oe | ttd bey TS 


证 明 直接 计算 即 可 。 


1.4 二 元 二 次 型 的 genus 理论 


定义 1.4 一 个 判别 式 为 & 的 二 元 二 次 原型 了 = ((e，b，c)) 

称 为 是 Ambiguous 型 , 如 果 
b=0 mxa, 

f 所 属 的 相似 类 [ 力 称 为 Ambiguous 类 。 

引 理 1.7 [Lf1 是 Ambiguous 类 的 充 要 条 件 是 

Lf] = [1], BP [f] Ef]. 

证 明 必要 性 ， 设 [ 力 是 Ambiguous 类 。 由 定义 不 妨 设 [ 几 

=[((4, b, ¢))], 其 中 5=0 或 4。 由 定理 1.4 有 
[F] = [Ka -6b, ¢))] =[CG, b, c))]， 

后 一 等 式 在 6=0 时 显然 。 而 在 8=4 时 ,用 


(a, -b, 0), b, ¢)), ma=6, 
即 可 得 出 。 这 样 TF] = CF, Mats]? =. 
充分 性 ， 如 有 [= [fj HR f=, b, ¢)), MA 

((a, —b, c)) ~ (a, b, ¢)), 

因此 存在 9 8, t, VEZ, 使 
ru—st=1, 
a=ar+brs+cs?, 
— b =2art +b (rus st) + 2esu, 


c=at +oW+cw, 


ARES i, 即 有 
T s\/2a b\ /20 -b\/u 一 # 
( ne 2)" a 20 ) T ) 
r=u, gt+br+cs=0, (2.52) 


我 们 分 几 种 情况 ， 
(1) ir =u=0, WA s = -—t= +1, 3+ (2.52) 4 ¢ =a, 此 


可 得 
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Fry 


QD 
f=((a, b, c)) = ((a, b, a)) =((20+b, 2a+b, @)), 
Pi ULF] Ambiguous 3, 
(2) mr=u=0, WA -1=st, RA 
r+iL=s,t, T—L= Sob, 8 = 8482, t= titz 
2T = Siti + Soto, Sih — Sate = 2, $i, S% ty, EZ, 
(a) 了 偶 , S Soy try to 均 奇 ; 或 7 AF, 而 31 与 3 同 奇 偶 , 妈 与 
te 同 奇偶 。 此 时 命 
R=t, S = s1, T= tf2-h U=5178_ R, S, T, Veg, 


2 2 
则 有 


RU -ST =t, ©} 5 - 5 2 ~ S141 pone =1, 


R? -2RT = R(R-2T) = te (te — (t2 -&))) = tat = 


RS — RU -ST = tps, - =i? ~ si -2 


_ Salo + Sih _ 
= R alr, 


S? -28U =S(S — 2U) =8,(s,-—81 +82) = 818, = $8, 
于 是 有 
aF? +bRS +c (24RT +b(RU + ST) + 2cS8U) 
= a(R?—2RT) + b(RS - RU - ST) + ¢(S? -28U) 
-at+brics =0, 


最 后 一 步 用 了 (2.82)。 从 而 有 


f= (6, b, DSENA, A, *)), 
这 证 明了 [f1 为 一 个 Ambiguous 2%, 
O 7 奇 ,s 与 1 均 偶 ( 如 7? Ait s, t 中 有 一 个 为 奇数 , 则 归结 
为 上 述 的 情况 (4))。 这 时 又 可 分 为 两 种 子 情况 ， 
O sry HSD s: 五 偶 。 分 别 考 虑 之 。 
W 81, h. ULES ar 
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R=t,, S = 8», T = 2, U= 3 R, S, T, UeZ, 


9 9 
则 有 
RU- ST= S345 Sele =1, 


2RT = tt, =t, BU + ST = 511% S22 =7, 2SU = s182 = 8。 


于 是 用 (2.52) 即 有 
2aRT +b(RU +ST) + 2cSU =attbr.rcs=0, 


所 以 有 


(Fa) 
f = (4, b, N) AC, 9, *)). 
这 证 明了 [f] 为 Ambiguous 类 。 
D” o by Pa Ie th 


=, 9 T= to, U= Sis R, S, T, UeZ, 


则 有 

RU - ST = 1, 2RT =t, RU + ST =r, 2SU =s, 
从 而 由 C2.52) 即 有 : 

2aRT + b(RU + ST) + 2cSU = a+ br+cs =0, 
因此 有 


f=(G, b, DALO, 0, *)), 

这 也 证 明了 [f1 为 Ambiguous 类 , 引 理 证 毕 。 | 

引 理 1.8 在 一 个 Ambiguous Kh hf & K Ambiguous 型 的 
个 数 为 2 如 &< 0 或 为 4 如 &>0。 这 里 4 是 判别 式 。 

证 明 设 必 为 一 个 给 定 的 Ambiguous 36, FF 2U 中 取 定 一 -个 
W F, F 的 判别 式 是 d. 

我 们 简 述 证 明 步 绝 如 下 ， 

(1) f=((4, b, 0)) 为 Ambiguous 型 的 充 要 条 件 为 


/1 
Bo=|{ 0 “jwo=0 或 是 7 的 一 个 广义 自 同 构 , BY f= 
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((a, b, c)) 为 Ambiguous 型 时 , b = aw, 
(2) mf = (CG, b, c)) 是 2 中 的 一 个 Ambiguous 33, WF 

在 五 的 一 个 广义 自 同 构 8S， 和 一 个 MESL:(Z)， 使 

1 w` 


b 
- _=ORF 1 
0 “tb w @ 或 o 


f=F(M), SM=MR,,, Ry =( 
这 直 DRE LAE, 
(3) 如 总 为 五 的 一 个 广义 自 同 构 , 则 必 存 在 一 个 ME SL AZ), 
使 
> B L w 7 
SM = MR,, R=, 中 w=0 & 1, 
| HFs=F[M]=((a, b, c)) 为 一 个 Arbignous 型 ,同时 b=aw, 
这 是 因为 由 引 理 二 .5(0) 知 有 SS: = I, det S=-1, BAER 
互 系 的 整数 列 向 量 &, 使 85=5 Hi SRW Bn, 使 (&, n) 


1 A 
E -SLs(Z2), 则 可 知 有 S E, 1) = E, »-(0 让 和 EZ。 最 后 


1 
取 WEZ, {E à+2u=w=0 £1, p M= (E, D( 4 1 EAR, 


其 余 显然 。 

4) 易 见 在 (3) 的 构 作 中 ,由 同一 个 S 所 得 的 ww 一定 相同 ， 而 
及 只 差 一 个 符号 , 从 而 所 得 的 Fs = 了 [加 ] 是 唯一 确定 的 。 

(5) BS, Si 为 五 的 两 个 广义 自 同 构 , 则 (3) 中 所 构 作 的 两 个 
Ambiguous 型 Fs 与 Fs, MANERKAER T €0,(F) {E S, 
=T?5, 

充分 性 ”因为 了 TS 与 总 一 一 样 都 是 也 的 广义 自 同 构 ， 所 以 有 
=I=(TS)?=TSTS, BS=TST, Mi 8,=T2S W E STM 
=TMR,, 于 是 Fs =F[TM]=F[M] =F; 

必要 性 8M =MyR,,, Mie SL.(Z), w =0 81, 则 由 
Fe= Fe, Wig w= w ibe Te0,LF) 使 Mi = 了 M。 这 样 可 得 
8,=TST-", 用 S52= 了 = (TS)?= TSTS, 可 得 Si= 728。 


$1] 二 元 二 次 型 ST. 
(6) 由 于 五 的 每 一 个 广义 自 同 构 S8 AER S=TSo KET 
€0,(F), 而 So 为 了 的 一 个 固定 的 广义 自 同 构 。 这 样 由 (1) 一 
(6) 所 证 明 的 事实 可 知 在 同一 个 Ambiguous 类 中 所 含 的 Ambi- 
guous 型 的 个 数 是 
2, i d< 0; 


0AP] mao 


这 一 等 式 可 见 之 于 引 理 1.6。 引 理 证 毕 。 

由 年 义 , 容易 算出 下 面 的 引 理 。 

引 理 1.9 设 入 为 判别 式 d 的 不 同 奇 素 因子 的 个 数 ， WY FAN Si 
式 为 4 的 Ampiguous 原型 的 个 数 如 下 表 所 示 : 

w=0 的 称 为 是 第 一 类 的 ,w=1 的 称 为 是 第 二 类 的 ， 


a 第 一 类 个 数 ” 第 二 类 个 数 AR 
day 0 2+1 PAL 
Ald 22+1 0 ae 


H 4 =1(mod 4) 


tid Dati Datt D+2 
H 下 =3(mod 4) 
8|d, 但 32ta 2a+? 0 2+2 
32\d Zar? 2+2 2a+3 


对 判别 式 为 & 的 二 元 二 次 原型 类 群 SA), fE PRAT 
P: 6(d)—>>@ (a), 
pC!) = 2P, VUE (d), 
p 显然 是 一 个 群 同 态 ,，9 的 象 记 为 多 (qd)2 9 的 核 是 
of (4) = {UEP (A) | 2? = [1}}, 
即 of (9) 正 是 由 全 体 Ambiguous 类 组 成 的 一 个 群 , 它 是 多 (dg) 的 
一 个 子 群 , EAM TRB E/E a, 即 有 
A (dE (d)/¢ (d)?, | 
E/E (4)? 称 为 判别 式 为 0 的 二 元 二 次 原型 的 族群 (genera, 
genus group)， 它 的 每 一 个 元 素 是 多 (@)modG (d)? 的 一 个 陪 集 ， 
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称 为 一 个 二 元 二 次 原型 族 ， 简 称 为 族 。 特 别 可 见 每 一 个 族 中 所 含 
WAM SRA HI, ERO ER, KHZ, ERP 
个 类 都 是 茶 一 个 类 的 平方 。 

定理 1.5 ic 

gd) = | (a) | =| EDEA 
则 有 
4g(d) = 和 (o)， 
Srp A(d) 为 引 理 土 .9 的 表 的 最 后 一 列 。 

WA 这 是 上 述 引 理 1.8 与 引 理 1.9 的 推论 , 并 应 注意 当 &<0 
时 ,上 述 提 及 的 表 的 最 后 一 列 的 一 半 才 是 正定 型 的 总 数 (其 余 一 半 
EREM). 

3181.10 设 对 判别 式 为 4 的 二 元 二 次 原型 f = ((6, 2, 5))， 
二 次 同 余 方程 

az? + bry + cy" =1(mod|d[) 
有 解 , 那么 存在 整数 %，y,z 使 
a + brYy + ey =z, 
H240, g.c.d. (23 d)=1, 
证 明 由 假设 即 知 存在 整数 to Yo, n 使 
axi + broy + ey =1-nd, 
于 是 整 系数 三 元 二 次 型 | 
F (w, y, 2) = aa? + bay + oy + toyz ~ yt +02 
的 判别 式 (参考 G.L. Watson) 是 dF) =1, FEH G. L. 
Watson p.19 的 Th.I0， 即 知 Min 了 =0， 再 由 该 书 p. 21 iy 
Th.13, 即 知 存在 Ue SLs(Z) 使 
FU] (x, y, 2) =y(Aæ + By + Cz) + Dz’, 
IB], |c|<t4, A, B, ©, Dez, 


ty d(F[U]) = A(F) = l; MaD l1, # A= D= 1, B=0 =0, 
即 有 
l FU) (£, Y, 2) = 2Yy+t 
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再 取 
-1 0 0 
V={ 0 0 resne, 
0 10 
即 有 
G(a, y, 2) = FLUV] (a, Y, 2) =y ~ «2, (2.53) 
于 是 命 | 
Ti 8s ti 
M=(UP)-:=|r s: esne, 
Ts 83 bs 
即 有 


f(X, Y)=F(A, Y, 0) =G[M] (X, Y, 0) 
=(12X + 82.¥)?- (TX +8,Y¥) (13X +s ). 
(2.54) 


1 = det M = (1182— 728, )t — (7183 — 1381) be + (1283 — 1382) by 
知 
g-¢ .d. (T182 — T281, T183 一 T381, T283- 1382) = 1, 


于 是 由 定理 1.4 的 证 明 中 列举 的 引 理 可 知 , 存在 
(* s ESL) 
Y 


3 
使 
gg.c.04.((7183 —128,)a* + (1183 一 9381)ay 
+ (1283-1382), 2d) =1, (2.55) 
命 
a Bap y 
a ad + By a) 
B: 28 & 
则 容易 验证 | 


o€S81;(Z), Glo] (X, Y, 2)=G(X, Y, Z). (2.58) 
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ti 
r, si t 
oM=|7, ss 6h (2.57) 
T3 85 bs 
则 有 
TiS = T381 = (1182 —7281)0 + (7183 — 1381) ay 
+ (283-1382) ¥", 
Bees (2.55) A 


g.c.d.(ris3—rhsi, 2d) =1, (2.58) 
FB Hy (2.53), (2.54), (2.56) 与 (2.57) 即 有 
f(X, Y)=F(X, Y, 0) = GLX, Y, 0) 
= (GLoI LM]) (X, Y, 0) 
= GQ@lo M] (X, Y, 9) 
= (rX +8,Y) (rX +81Y) 3X +s). 
(2.59) 
H (2. 58) Be (2.59) BN AI 
f (84, ~ 1) = (738) — 7182)? =2, Hg-c.d. (4, 2d) =1, 
得 到 抽 需 。 引 理 获 证 。 
定义 1.5 设 49>1 为 一 给 定 的 正 整 数 ， 两 个 二 元 二 次 型 f= 
f (œ, y) = ((, 6,6))=ar + bay + cy ALF = F(a, y) = (CA, B,0)) 
= Ax’ + Bay + Cy? 称 为 mod 9 相似 的 , 并 记 为 1 守卫 (mod g), i 
果 存 在 整 系数 线性 变换 
æw=TX +8Y, y=tX +uY, 
. g.¢.d.(ru—st, 9)=1, 
使 
an’ + bry+ ey = AX*+BXY +CY?(mod gq), 
定理 1.6 两 个 ( 同 为 不 定型 或 尊 为 正定 型 的 ) 具有 相同 判别 
式 4 的 二 元 二 次 原型 了 与 属于 同一 个 族 的 充 要 条 件 是 
f=F(mod |d]), | | 
证 明 由 族群 和 mod & 相似 的 定义 可 知 , 只 需 证 明 下 列 的 断 
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Tif 


判别 式 为 @& 的 二 元 二 次 原型 了 = (Ce, b,c)) 属 于 主 族 的 充 要 

条 件 是 二 次 同 余 方程 
ax? + bay + cy =1(mod |d]) 

有 解 (注意 主 类 中 有 一 个 主 型 , 它 是 一 个 首 系 数 为 工 的 Amhbiguous 
型 ) 。 

INE: 由 所 给 的 条 件 及 上 述 引 理工 .10 即 知 , 存在 一 个 正 整 
数 4， 使 不 定 方程 

agx? + bey + cy = A 
ARARG. 9). HUA 
| ((a, b, ¢)) = ((A’, B, C)), 
其 中 及 CEZ ffid=B?-4A4°C, 考虑 判别 式 也 为 8 的 二 元 二 次 
型 
((A, B, AC)), 
FA A Bae Sf BY pe ESL) HE We 
[((A, B, AC))]? = [((A4’, B, C))], 

Bro f iat 

MSE: WS 属于 主 族 ， 则 存在 一 个 类 多, FES, He 
理工 .和 证 Hd BEM HY 以 及 定理 1.4 的 推论 即 知 , 存在 一 个 正 
整数 A, 它 与 4 互 素 , 以 及 一 对 有 既 约 整数 (z, y), fi 

an’ + bry + cy? = A’, 

由 此 证 明了 开头 所 说 的 同 余 方程 有 解 。 

定理 证 毕 。 


1.5 二 元 二 次 型 的 genus 特征 


本 小 节 中 要 用 到 的 Dirichlet 特征 的 知识 , 可 参考 华罗庚 著 的 
《数论 导 引 > 的 第 七 章 和 第 十 二 章 ， 或 者 本 书 的 下 一 小 节 。 为 在 下 
一 小 节 中 证 明 一 个 完全 特征 和 公式 , 本 小 节 的 genus 特征 的 知识 ， 
是 必需 的 。 在 这 两 小 节 中 ， 通 常 的 Dirichlet 特征 的 知识 也 都 列 
举 了 ， 
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定义 1.6 设 2 为 一 个 判别 式 ， 即 4=s0 或 1 (mod H, Hd 
不 是 完全 平方 。 对 一 个 正 整数 m>0, 定义 Kronecker #3 (< ) 
如 下 # 
d — 
(5)=0， 如 素数 pld 


(2) -| I, wd =1 (mod 8 )s 
2 一 工 ty] d = 5(mod 8); 


(5)= Legendre 符号 ， 如 奇 素数 pH, 
MIARA pd, (Z)=1, mayma pe Ae, 否则 
(人 -2 

如 m= 了 lp ps 是 素数 , 则 | 
Cn) =H.) 
引 理 1.11 RNA 
(1) (<) =0, ing-c.d.(m, d) >i; 
(Ż)==1, mg-c.d.(m, d)=1, 
2) mm, m>0, 则 (a ENE). 
(3) 如 m>0, g.c.d. (m, D- =1, ii) Kronecker 符号 
i ETELE: 
(= | tact 
GY 1) Tar)» 4 d= 2>u, 21%, 
KAEA a) Ga) 《人 ) 芍 为 Jaoobl 符号 ， 


四 (a) (qa) 
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(5) Kronecker 符号 (和 ) 是 mod || 的 实 特征 ， 故 它 可 以 以 
1d] 为 周期 地 拓展 至 所 有 的 整数 m, 而 有 


wane) = (ae Mee) Vimy, mEZ, 


(6) %m,n>0, m= -mmod |d!), W 
d 
(2). (5), iy d >O; 
m -$ aco, 
证 明 ERDHE, EE A RE < 数论 导 引 ?第 十 二 
章 。 
记 Kronecker 符 号 xs(*)=(). fr Zh = (Z/1412)*， 及 


| 1. 2 为 mmod p 二 次 剩余 , 如 奇 素数 pld, 


] 
1 (mod 4), 如 d=12 (mod 16)， | 
或 16 (mod 32), | 


Ku=) ?E28 9 2.211 (mod8), 1d =0(mod 32), 
| 1 或 7(mod 8), ad =8(mod 32), 
| 1 或 3(mod 8), 4i d =24 (mod 32). 
VERR 3) 


Xas Z#—>{ 土 1}, 
Wh ERS L.L HO), 即 知 xa 为 群 的 同 态 映 射 , 并 且 Xe 是 满 
映射 ,所 以 有 
Z%/Ker xs (+1), 
容易 验证 下 列 的 引 理 。 
引 理 1.12 Ks 是 Kor Xe 的 一 个 子 群 。 
由 引 理 荆 .12 可 知 ， Xa Æ 2%, /K, 上 诸 导 出 一 个 群 同 态 Xas 
Xas 2, /Ka-—> {+h}, 
FFA xo 也 是 满 映射 , 从 而 有 
Ker x Ker y;/K,, 
引 理 1.13 如 区 =m(mod |d]), n=n(mod |d), Mm, nE 
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Ze, 均 可 由 Cd) AG A — U 中 的 型 所 表 出 , 则 有 
man mod K., 

汪 明 FRR TEK., WRR me Ks。 由 假设 ， 
可 取 了 了 E2 T, s, tp ueZ, 使 
fr, s)am, fG, vu) =n, 
考虑 了 在 Y AECE MAEI, veZ, 使 

l?_4mn= da*, 

RE VS UGE, TER mnie K,, SAMER, 3 

HRI, 对 每 一 个 ESA), UPOR 2 中 型 所 能 表 
出 的 Zia HI mod Ks 的 陪 集 , 这 是 唯一 确定 的 ， 从 而 可 以 定义 
映射 

Ys € (d)—> 2%, /E4, 

iy 显然 是 群 园 态 。 

定理 1.7 我 们 有 有 下列 的 正 合 序列 

— of ODL GD GDS ZE /Rl 1, 
证 明 ”许多 事实 以 前 已 证 明了 , 剩 下 来 要 证 明 的 是 ， 
E (d)* = Kery, Imy= Ker x}, 

不 难 证 明 f cKer y HEARE S ATLL mod |d| 表 出 1， 这 
_ 样 由 定理 1.6 及 其 证 明 开 头 的 说 明 ， 即 知 了 EKery 等 价 于 了 属 
于 主 族 。 因 些 得 到 @(d)*= Kor y, 

MA Fh VENA 

Impc Ker xi, 故 {Imp} <]Ker yf], 


由 
(Z% /Ks) /Kor {+1}, 
即 知 | 
[Ker x)= 5 |2%/Kal, 
又 由 已 证 明 的 , 有 


fd) =Imy, Hel @) |< 1Z4,/Eal, 


$1] 二 元 二 次 型 99. 
AILS EA AEA F XR S| 1.14, 

引 理 1.14 [vid] =F l 28,/Kal. 

证 明 定理 1.5 ie |.of (d) | 的 值 , 加 此 只 要 证 明 等 式 右 
边 与 该 值 相等 即 可 , 这 是 不 难 完 成 的 。 引 理 证 毕 。 

这 样 , EEL, TBA AIK 

wt (4) = (a) /ECE (A) =Keryx!, = Kor za/Ka. 
由 于 ef (4) 中 的 元 素 都 是 1 阶 或 2 阶 的 ， 这 样 得 到 下 面 的 断 


m} 


断言 m= m(mod |d|) € Ker xa Wm eK, 

PLIES BIRR © ()/S (4)? 的 特征 x, 这 个 特征 称 为 类 群 
E (A) ii} gonus 特征 (实际 上 X 在 多 (d) 上 诱导 了 一 个 特征 ， 后 者 
在 平方 类 上 取 值 为 1 我们 可 把 两 者 混同 对 待 ). 由 上 述 同 构 可 知 ， 
不 妨 设 x 即 为 Kor xe/ Ks 的 特征 , 由 于 Ker xs 三 5 各, 所 以 可 以 认 
为 x 是 一 个 mod |d] 的 Dirichlet 特征 , 它 在 五 。 的 每 一 个 元 素 处 
取 值 为 1。 再 由 上 述 断 言 即 知 x 应 是 一 个 实 特征 ， 根 据 Dirichlet 
的 一 条 定理 ( 见 文献 [11jp.37) 即 知 , 它 应 为 某 一 个 Kronecker 符 
号 (全 ), 这 里 而 |&， 再 结合 Ks 的 构造 ,可 知 , 存在 一 个 正 整数 轧 
kid, 使 x 为 一 个 mod 大 的 一 个 实 的 Dirichlet 特征 ， 并 且 其 特征 
PERS HED RE HG SS) 第 七 章 或 本 书 下 一 小 节 ) 如 下 ， 

& k= Jo 加 = pt, 为 大 的 标准 分 解 式 ,X= TI xo 为 相应 的 


BENER, Xo 为 mod k, 的 Dirichlet 实 特 征 ， 并 且 ， 
当 2 为 奇 素数 时 , Xo SIFA P, 同时 Xp (*) = (=)e mod p 
的 Legendre 符号 ; 
当 p=2 时 , Xz 的 导 子 是 2 =4 R 8, EIR} x2(*) = Kronecker 
符号 (三 ~), (2) x (8), 并 且 =0 aR x2(-1) (mod 4), 
附注 当 X 为 modd| 主 特征 时 , ae k= 1, 
注意 这 样 的 mod k 特征 中 有 一 些 是 彼此 在 Ker x, 上 取 值 完 
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全 相同 的 , 如 其 取 值 完全 相同 , 则 是 Kor xs/Ks 的 同一 个 特征 。 

另外 , 确切 地 说 ，% (4)/% (9)? 的 一 个 特征 ， 即 多 (d) 的 一 个 
genus 特征 ， 是 上 述 所 描述 的 特征 X E VOU EE @)/@ d) 
处 所 取 的 值 确定 的 ， 即 对 Zee (4)/w (4)?， 令 mm 为 六 所 取 的 与 
d ERREA, W XC20 =x), 

由 Abel 群 的 基本 理论 可 知 ， 这 种 特征 彼此 不 同 的 个 数 BY 为 
E/E A)" HBr, 即 |ox | =g). 

上 述 对 于 genus 特征 的 刻 划 , 如 用 Hilbert 符号 , 则 形式 上 会 
更 简单 一 些 , 即 我 们 有 

引 理 1.15 RS =(@, b, 6)) 是 一 个 判别 式 为 & 的 二 元 二 
次 原型 ， 则 对 多 E? 的 一 个 特征 ( 即 儿 (4) 的 一 个 genus 特 
征 )x, 有 


xC[f1)= TI G, ap, 


REPO) A x 决定 的 由 4 的 某 些 素 因子 组 成 的 素数 集合 , 而 对 
每 一 个 素数 p, (*, *) 是 mod p 的 Hilbert 符号 , 其 定义 如 下 ， 

定义 1.7 对 一 个 素数 2 和 两 个 非 零 的 整数 a， b, mod p 的 
Hilbert 符号 (4, bd), 定义 为 

l l, Wl aa? + by’ 能 表 出 一 个 p-adic 平方 数 ， 
(a, b); = 
-1, 否则 。 
这 里 az + by? 能 表 出 一 个 p-adic 平方 数 的 意义 是 指 , 对 于 素数 p 
:的 任 一 个 笑 Pal), =o KkAPHe | 
az + by =F(mod p% 

HEERE. 

5181.16 (Hilbert 符号 的 性 质 ) 我 们 有 

(1) (a, b), = (b, @ ys 

(2) (a, b),= (a, -ab),; l 
(3) (a, b)p= (0, Dy, Maa’ L—A p-adic 平方 数 ， 
(4) (a, b) (a, b), = (aa’, b) p3 
<5) 当 pjab 时 ,有 
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(5) (mod p fg Legendre #43), 如 p124, plo; 


(a, b)» = 1, m p=2|b, Hax a+b=1(mod 8); 


—1, 其 他 ; 
1, ma=i(mod 4), Hd 奇 ， 
(6) (a, Da] 7 Ri a@=b=—1(mod 4, 


(T) (a, b) =1, 如 pł2ab; 


(8) 对 p= co, 约定 
E 1, mab%0, H aak b>0, 
(4, 5--| 1 如 <0 且 D<0; 
(9) IIC, 6), = 1, 这 里 pent ok AR, 
证 明 ”定义 与 证 明 可 见 G. 工 .Watson py 1108, 
-我们 还 可 证 明 下 面 的 引 理 。 
引 理 1.17 设 了 =((c，0，c)) 是 一 个 判别 式 为 4 的 二 元 二 
/a C 
(+) 或 (5) (mod p 的 Legendre 45), 如 2 2, 
且 pta 或 pte; 
(<) & (+) Kronecker 符号 ), 如 p=2, k= -4 


或 +8, bj d, £ #1 (mod 4), Hamme %. 


(d,a), = 


1.6 一 个 完全 特征 和 公式 

为 叙述 和 引用 的 方便 ， 我 们 列举 Dirichlet 特征 的 一 些 知 识 ， 
TOR] BAe AE BEB BL SS] > we Ya aK al AYR pe SE 《解析 数论 基 
RD, 
对 一 个 正 整 数 h SEA plk) (Euler 函数 ) 个 mod k fy Diri- 
chlet 特征 , 今后 简称 为 mod k 特征 ,它们 是 如 下 定义 的 ， 

定义 1.8 对 一 个 给 定 的 正 整 数 h， 一 个 mod 的 特征 x, 定 
SAH Zr = (2 /kZ)* 到 名 * 的 一 个 同 态 ， MWER Enez 
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的 一 :个 函数 , 它 满足 | 
(D Ix(@[=1, Hanez Bg.c.d.(@, k) =1, 
(2) xh=1;xm)=9, tng.c.d.@m, k)>l; 
(3) x(a) =x, wa =bmod k); 
(4) x(@b) =x(@)x(6), Wa, EZ 
(5) 如 x(n) =1, 对 每 一 个 与 8 RRR RR, 则 称 X 
mod 上 的 主 特征 , 记 六 Xoe 
z ae ARFER 如 下 其 构造 : 
;如 = 2 p HARK 为 正 整数 。 此 时 令 9 为 mod pi 
DARE 4 pin 时 , 可 以 定义 ind n, WE 
n=g" "mod p’). 
这 样 可 得 9g(p') 个 mod p 特征 ， 
Xa (n) = g2m iaindn/e (ot) 1<a<o (pP). 
(2) Wh=2', 7 HERZ, MT Fy] SPB 
(2.1) 如 1= 二 出 只 有 一 个 主 特征 。 
(2. 2) b=2 pf, 除 主 特 征 Xo 处 , 还 言 一 个 特征 Xe 


x{1)=1, xC3)= -1, BN xn) = (二 =) 为 Kronecker 符 号 。 
(2.3) 5 二 3, 当 1 为 一 个 奇数 时 , 存在 整数 使 
na (- 17"? 5e(mod 25, b>0, 


c} 


义 
! (n-i) a prj- 
Kase (n) = (= DEP Ye orrien, 
这 里 @ mod 2 有 二 个 不 同 信 ,c mod 2-2 有 2? 个 不 同 值 ， 这 样 
可 得 9 (2 = 20-1 A mod 21 特征， 
(3) 一 般 情 形 ， A 

_ k= pyr pi, 1, >0, 
是 大 的 标准 分 解 式 。 
取 wodp 的 一 个 特征 ,为 Xe Go， 网 

x(n) = Li xe (n) 


wa 
oe 


$1 二 元 二 次 型 


Æ mod k 的 一 个 特征 , 由 此 可 得 oA mod k IE. 
反之 ， 如 特征 ORAA Bak, kh, XB kp e k, 两 两 也 
R, WEEL k=l, +, 8) 为 柜 的 特征 x. (0), 使 
x)= TEZO 。 
518 1.18 我 们 有 
D x(n) = 


(mod *) 


po W x= Xos 
0 ， 如 XsXo。 
p(k), Wmn=imod F); 
2K) =} 0 , wyns1(mod k), 
其 中 前 一 个 求 和 中 % 跑 过 mod kpi SEAR AA, 后 一 求 和 中 
x 跑 过 mod 大 的 有 9(O 们 个 彼此 不 同 的 特征 。 
定义 1.9 Bex Amol FWA EL, x HK mod 8 的 非 原 特 
征 , 四 果 存 在 和 的 一 个 正 的 真 因 子 A, 使 
xm} =x’), nan’ (mod M) Hg.c.d.(n, K) 
=g.c.d. (w, k) =1,; A BERR x 为 mod 上 的 原 特 征 ， 
定义 1.10 Zj mod A KRG x, AF ERIE M, 
M =min {m| lxm]|k, xm) =lign=1 (mod m) H 
g-c.d. (n, k) = 二 称 为 X 的 导 子 (conductor) 。 
518 1.19 设 X 为 mod 《特征 , 则 X 的 导 子 等 于 
min (2 | 工 入 和 | 及 x(n) = x(n’) n=n (mod m) 
H g.c.d.(m, Fb) =g.c.d.(n’, K =1}, 
5121.20 Cl) — mod k 的 特征 x 是 mod 天 的 原 特 征 的 
充 要 条 件 是 x WE TSF A, | 
(2) w mod k REFE xW EFA M， 则 存在 一 个 mod M 的 
原 特征 Xi, 12 x@) =x a), tig.c.d. (nb) =1, Xp x 称 为 等 
OF x 的 原 特征 。 | 


引 理 1.21 Kronecker 符号 ( 太 ) 为 mod|d| 的 实 特征 ， 反 之 


每 个 实 特征 必 为 某 个 判别 式 的 长 zonecker 符 号 。 当 4 为 基本 判别 
式 时 ， 即 有 Qw=ow, BHd=1 (od A; 或 Q=4do， 媳 加 斌 2 下 3 
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(mod 4), Tidy BREA FR, Kronecker 符号 (全) 为 一 个 
mod |d| 的 实 原 特征 ; 反之 ,每 个 实 原 特征 , 一 定 是 某 个 基本 判别 式 
d 的 Kronecker 符号 (5). 注意 di, 


定义 1.11 设 9 为 一 个 判别 式 , 即 4=s0 或 1 (mod 4), Ha 
不 是 完全 平方 ;多 (4) 是 判别 式 为 4 的 二 元 二 次 原型 类 群 (4<0 时 
只 考虑 正定 型 ); x 是 mod 8 的 非 主 特征 , 且 设 x 的 特征 分 解 式 为 

X= TU xo, R= TD A, 为 上 的 标准 分 解 式 ，Xo 为 mod 如 的 特 


ÎE. | 
LERH E (的 一 个 genuas 特征 ， 如 果 对 7 的 每 一 个 素 因 子 


当 p 为 奇 素数 时 ，xs 的 导 子 为 E x(n) = (2) Æ mod p 
的 Legendre 符号 ; 

当 p=2 时 ， 为 的 导 子 =2=4 或 8 Hx) -(—*), (8) 
或 ( 二 ~ )( 均 是 Kronecker 符号 ), 同时 还 有 2*|/d, 41 

je = 0 BR xC- 1) Qnod 4), 

附注 “不 难看 出 ， 当 4 为 一 个 基本 判别 式 时 ， 一 个 mod 的 
特征 % © @ 的 一 个 gpnus HEY HY Eld, kaa 
别 式 , AY = 工 或 也 是 一 个 基本 判别 式 ， 同 时 X 为 Kronecker 符 
号 x)= (5). 

以 上 所 有 的 定义 与 引 理 的 证 明 可 参考 上 述 指出 的 文献 ， 最 后 
一 个 定义 实际 是 上 一 小 节 的 内 容 之 一 

本 小 节 的 任务 是 证 明 下 述 的 定理 。 


定理 1.8 设 X 为 一 个 mod k fH Dirichlet # aE, f(e, y) = 
aa! + bay + cy’ 是 一 个 判别 式 为 4= b?— dae 的 ( 整 系数 ) 二 元 二 次 
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原型 , 即 g.c.d.(a, b, c) =1d<0 时 ,只 考虑 正定 型 )。 那 么 我 们 
有 


4 
TPE) madsen, * F O™ 9)) 


aD- (2), 如 X 可 分 解 为 X= xo 其 中 


PiKo 


_ Xo Ay mod ko 的 主 特征 ,Xi 十 
E (90) 的 一 个 genus 特征 
0 ， 否 则 ， 


这 里 9 为 Buler 函 数 ,( 全) 为 Kronecker AS, (4) 是 判别 式 为 


4 的 二 元 二 次 原型 类 群 (L< 0 时 ,只 考虑 正定 型 ), [f] 是 了 所 属 的 
#, xf] = m(A), Ws Be A HER FS BM Hg.c.d.(A, d) 
=1, 

附注 ”我 们 也 记 x1(f) =F). 

在 证 明定 理 之 前 , 先 证 明 一 些 引 理 。 

引 理 1.22 PARRA, EA asl, x 为 mod p+! 的 非 

a _f 9, Mx % mod p=! 原 特征 ; 
nap) aC prim +n) = | Px), WA, 

这 里 x 为 mod pt! 的 非 原 特征 时 ，%i 为 一 个 mod p° 的 非 主 特 
征 , 其 定义 见 之 于 以 下 的 证 明 中 。 


证 明 (1) 设 % 为 modpetl 的 原 特 征 , WY (x(n) = Sega) 
也 是 mod p**! 的 原 特征 , H Gauss 和 T(x) = > x(u) ewiu/p” 1， 


满足 |r(O 1= p”, 同样 人 。 从 而 有 

Xv v) = me TOR meters * vy x(u) e2miuy/pert 
所 以 得 到 

mitn) = 1 wiun/ peri wiue/p 
pe- p) x (pwn) T(x) TOS umagen O 2 mA p) e 


=0, 
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这 是 因为 当 ?Hu 时， 内 和 为 零 ， 而 当 plur, x(u) =, 

(2) 设 X 为 mod p>*? 的 非 原 特征 。 令 9 为 mod pst! 的 一 
个 原 根 ,对 pim, FAM) = essieindw 这 里 4 是 一 个 整数 , 它 满 
Ril<a<o( pt), ay xy mod pt! 的 非 原 特 征 , 故 pic, + 
2=4 p, 1 是 一 个 整数 ， 它 满足 lI<a<qg(lp")。 对 pin Sm 
=ind (pm +n), l<m’<(p*t), 

又 9 也 是 mod p* 的 一 个 原 根 ， 令 % mod p*(ptn) 而 言 的 
index = ind n =m”, l<m’ <9 (p*), 即 得 

pom +n=g™ (mod p*!), 
n= g” (mod p°), 
所 以 有 
m’ =m” (mod »(p*)), 
因此 有 | 
x(p2mn) = e?miamVp (par — 62@iozam'Vp [pa) 
= Oiom/o en) = x (n), 
RE x 为 一 个 mod p* 的 非 主 特征 , 从 而 有 
> xp") = pxi(m), 


mimod 9) 
引 理 证 毕 。 | | 
引 理 1.28 设 2 为 奇 素数 ,X 为 mod p 的 非 主 特征 , f(z. 从 
= aa" + bey + cy TAAUA d 的 二 元 二 次 原型 ， 则 有 
>) Xflm, ny) © 


m,n(med P) 
0 ， 当 pid, 或 pldii x0 tfs 
=| (9-Dx@)itp!p~ Dx), “pla, Hx= ii pta & 
pre 时 ， 


这 里 为 mod p 的 Legendre 符 号 。 
证 明 d) ža, ¢ 同时 被 Dp 除 尽 时 , 左边 的 和 为 
xb) Ca xm) > =O, 


(2) 当 %“。 不 同时 被 p 除 尽 时 ， 册 对 称 性 ， 不 妨 设 pia, 这 
时 有 
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x(4a) D et (m, 2))= > XC (2am + bn)? — dn’) 


m,tCrmod 


= Xm 一 dn*), 


m,n(mod Pp) 
(2)/ 当 pid BY, - 
D xGn’ — dn’) = pS(x’), 


mmod p) 
这 里 对 mod p RIIE S, REM 
5 (ó) = >> Eln), 
mí mod P) 
易 见 , 这 时 有 | 
x Cm dn?) 


mn(mod P) 
0 , ml AE mod 7 的 主 特征 
-| py (p), i x’ i mod 2 的 主 特征 ， 
0 > Ui xP; 
“pp mM x=, 
其 中 p 为 mod p 的 Legendre 7} 
(2)” 当 płd 时 ， 
(m-dn = D x(m)+ © D xlm'—dn’) 
memod p) 


m,n(mod P) ncmod P) m(mod 27) 
Pirn 


=S(x)+ > x(n") >) xm — qd) 
nemod P me 


=8(x7)(1+ snot p * —d)), 
又 当 pid 时， 有 
> x = ned py d) Q +P (m)) 


m{mod p) 
= >) x(m-d)P(m) 
m mod p) 
=xX)P A) 全 XGO 一 PC) 
=x(-d)P(d) > xi mplm) 
m{mod r) 

=x(-d)P@)J (x, P), 

这 里 J fy, P) 是 Jacobi 和 , 对 非 主 特征 x 有 
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-x(- 1) , x=; 
J(x，p) = 

(x, P) | T 08, ao wm xP, 
PUL T(E) 是 关于 mod p HEE KH Gauss 和 ， 已 于 上 面 定义 过 。 
以 上 这 些 可 见 Ireland 与 Rosen Mt [39] p. 93, 

于 是 pte 时, 有 
© x(m? —dn’) = Sx) d+ -DPI (x, P)) =9, 


m,n(mod p) 
这 是 因为 当 X=P 时， Jx O=-xC-LDs W4 X 关 P iy, SO’) 
=0, 

综 上 记述 , 引 理 证 毕 。 

引 理 1.24 设 2 为 奇 素数 ，a HIEBR x A mod p* 的 非 主 
RE, f (vw, y) =ar beyt cy B-PAARA HOI KE 
型 , 则 有 

D XGOf mn, n)) 


qe KC mod pa) 
x(a) 


-f p (p*) E 和 P, LERF 
0 ， 其 他 ， 
其 中 p 为 mod2 的 Legendre 符号 。 

证 明 当 w= 工 时 ， 出 引 理工 .23 已 知 本 引 理 成 立 。 以 下 对 
a+liz? 用 归纳 法 ， 即 设 < 工时 引 理 已 成 立 ， 现 来 证 明 引 理 对 
a+i 也 成 立 。 

(1) a, c 不 同时 为 了 除 尽 时 , 不妨 设 pte 时 , 故 有 

Xda DX Cm, m= DX am + bn)? — dn?) 


6n(Mod pat mn(mod p+) 


= > XM — de), 


m.n(mod pati) 


& 


m= pm +M, M (mod p), l<m,< p, 


N= pn +N, m(Mmod p), lxm< p, 


则 有 
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XM — dn’) 


mn mod pati) 


= x (p* (2myms 一 2dnN2) + mi 一 dng) ’ 


1<g,%g< 74 m1,21( mod p} 


iy 3] 1.224,34 x 为 mod Ze+l 的 原 特征 时 , 内 和 等 于 0， 这 是 
因为 当 ptm, 或 pidn. 时 ， 整 个 内 和 等 于 0， 而 当 pm H. p| an, 
时 , ARRE E O, Ma L.22 知 , 当 X 为 mod prt! Ay 
非 原 特征 时 , 内 和 等 于 Pp?X1Cm3 di), H x 为 一 个 mod pr 的 
非 主 特征 , 如 引 理 1.22 证 明 中 所 定义 的 ， 
这 样 有 | 
xm — dr?) 


m,.n(mMod pa+t) 


i ý D xm? — de), iix 3y mod pe" 的 非 原 特征 5 


m,n(mod pe) 


0 » Ix 为 mod pr** 的 原 特 征 ， 
在 前 一 种 情况 下 ，Xi 为 一 个 mod p 的 非 主 特征 ， 其 定义 见 引 理 
1.22 的 证 明 。 于 是 由 归纳 假设 及 Xi 的 定义 ， 可知 在 这 种 情况 下 ， 
引 理 对 x+ 了 已 证 。 

(2) 4 pla, ce 时 ， 若 22 则 引 理 显然 成 立 , 故 可 设 pf5， 从 

而 ptd, = 

M = Mı P* + Ma, N = N1 P + No, 

m,, n mod p), 1 <m, np, 

则 有 | 

x(f (m, n)) 


m.ni mod pati) 


H 


X(f ma, na) +b p* (mm + Man) Y 


Tamesta<pe mi ni(modp) 


X(f (Mo, n2) + De (Min + Man) ), 


1EMa a< pa mi nil mod p) 
h5 1.22 可 知 , 内 和 (注意 pla, c) 
-| a > Mx 为 mod p+! RIE; 
DXi F (Ma, n2)), WM x X mod px+l 非 原 特征 ， 


在 后 一 种 情形 下 ，Xi 为 一 个 mod pr WERE, ELIE 
1.22 的 证 明 。 因 此 有 
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> x(f am, n) 


mn oa part) 
f 0 ， 如 % 为 mod prt1 原 特征 } 
ip? E oxi(S(m, )), Wx 为 mod patl 非 原 特征 ， 


m.nCmod pa} 
在 后 一 种 情形 下 ，Xi 为 一 个 mod p 的 非 主 特征 ， 其 定义 见 引 理 
1.22 的 证 明 。 于 是 由 归纳 假设 ,此 时 引 理 对 a+1 也 成 立 。 
总 之 , 引 理 已 被 完全 证 明 。 | 
5181.25 设 a 为 正 整 数 , x 为 mod 2 的 非 主 特征 , f (w, y) 
=ar’ +bay+ cy BARS d= b? -tac 的 二 元 二 次 原型 。 则 有 


1 

BEG (OFS nny 9a) xf (m, ")) 
XtQ) BEx(C)), Mx WEF = 2*=4 8, Q]d, H 
ae 20 x(-1) (mod 4), 同时 4 
奇 (或 c 奇 ), 还 有 下 面 的 附加 说 明 ; 

0, yu. 

- 且 在 前 一 种 情形 下 ， 还 要 求 ， 对 奇数 mw x)= (54), (S) 
或 (5) (4) Kronecker 符号 ) 。 


证 明 I 当 a=1 时 , 仅 有 主 特征 ,没有 可 证 的 。 

I a=2 时， 非 主 特征 x) =1, x(8) = -1,，x 是 判别 式 为 
一 4 时 的 Kronecker 符号 , 分 别处 理 。 

I, a, “中 至 少 有 一 个 奇数 , 不 妨 设 4 为 奇数 。 此 时 

KC) XU COn, n= D xm? + bmn+ acn’), 


m.n(mod m.n(mod 4) 
再 分 为 二 个 情况 。 
Ti. 5 偶 时 , 令 5=20b1, b: BH, Bd =4d,, dj=bi-ac, F 


¢ 


rd 


x(a) Z, xem 内) = D xm- din’) 


mn mod 4 (mod 4) 


=x@ii + XC— dy) +x(1-4,)) 
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-人 当 dl=0 或 3(mod 4), 
当 d =1 BR 2(mod 4), 
Iie 5 奇 时 ,此 时 d=1l(mod 4), 548 
x(a) xF n, n= 之 x( mm +mn— 27> nw) =0, 


vi mod 4) mn mod 4) 4 
I, a, ¢ 均 为 偶数 时 , 由 g.5.4. la, b,c) =1 知 5 为 奇数 , 易 
知 
xf (m, nj) =2(x(@ +c +b) p04 04b+9)) =9, 


mon mod 4) 


这 样 , “=“ 时 , 引 理 成 立 。 
E a= 3 时 , 共有 四 个 特征 ， 即 主 特征 导 子 为 4 的 特征 ， 即 


(Z5); 导 子 为 8 的 特征 ， 即 (= ) 或 (二 )( 后 三 者 均 为 Krone- 


cker 符号 )， 后 三 者 是 非 主 特征 。 设 X 为 后 三 者 之 一 ， 分 几 种 情 
ie 
E a, c 中 至 少 有 一 个 奇数 , 不妨 设 4 为 奇数 。 
Ei. b, 6=2b,, bi 整数 ,此 时 4=44d1, di Sear, di = 好 一 
ac, It Rt 
x(@) > x(f(m,n)= D x(m? + bmn + acnè) 


(mod 8) m.n(mod 8) 


= xX Gm: 一 dn?) 


m.ni mod 8) 


=4 D d-d) +2 D x(- dnt) 


n(mod 8) 


小 2 D x(4— dyn") 
m{(mod 8) 


= 16% — dy) +8 4+ 8x — d) +8x(- dı) +8x(4- qd) 


x= (4) Hay =0 33 (mod 4), 

82, | 或 x= (二 ) 且 由 =0 或 2 (mod 8 

í 9 “AY i= 3 
- x= (—") Ba =0 6 (mod 8), 


1 当 X%= 人 (二 二 ) 且 而 =1 或 2 (mod 4), 
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o Ran (Siamo, 2 (mod 8); 


3 


或 x= (—*)H.d,40, 6 (nod 8), 


L.: ba, xi d=1 (mod 4), 而 有 
xa 之 xGimn))= E x(m+ma+acn) 


m.n(mod 8) m,nCmod 8) 
= 之 x(m +2mn + 4acn*) 


m mod 3) 
jan 


+ F ,Xm + 2n- Dym +ac) 


memod 


= Ņ mn? Un’) +4 D xm? +m + ac) 


m(mod 8) 
lanad 
=2 D x(m-d+ D Lm) + E x(m- 4d) 
m(mod 8) , m mod 8) m(mod 8) 
+8(x(ac) + x(2+ac) +x(44 ac) +x(6+ac)) 
= 4(y(4—d) +x¥(-d)) +444, —4d) +0=0, 


ROL x=(" ) 时 ,由 d=1 (mod 4), MAN 4 AMN 


4(-1-1+1+1) =0, 4 x=(#°) 时 x@sny=-2@, x 
1—4d=5 (mod 8), SETH. 

1。 Ha, o 均 为 偶数 时 ,此 时 由 g.c.d.(a, b, o)= 1d a, 
故 d=1 (mod 8)。 于 是 


x(am*+bar+en*)= D x(a+e+bmn) 


m,n( mod 8) | m.n mod 8) 
ms 


=4 D x(@+c+m)=0, 


m(mod 8) 
这 样 ,a=3 时 , 引 理 也 成 立 。 
V asd 时 ,由 本 小 节 开头 所 述 , 可 知 这 时 mod 2 的 特征 如 
下 所 述 , 对 一 个 奇数 mw 存在 整数 和 0, 使 
n= (-1)?"" " 5a(mod 22), _ 
mod 2+ 的 gp(2") 个 特征 可 表 为 


1 _ ; _ . 
Xass (0) = (— 1) esi | y mod 2, v mod 22-2, 
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Xew 为 主 特征 >214 2277 |v; 
xuny 为 mod 27 原 特 征 人 =>24Y。 
V, a, ¢ 中 至 少 有 一 个 奇数 ,不 妨 设 4 奇 ,于 是 
x(a) > x(f (m, n)) = m > xm? + bmm + cont), 


m,n(mlod 22) ,Cod 2c 


Wir b 偶 时 , b = 201, by Ay BE Ry, 此 时 上 式 等 于 
nc gt 7 dm’), 


d 
其 中 d= = bj -ae, 


下 面 再 分 别 讨 论 XY 是 mod 2° 原 特 征 和 非 原 特征 的 情况 。 先 
看 X 为 mod 2° 原 特 征 时 的 情况 , 这 时 Gauss Pi rX) 0, Wa 


Om = — ¥ Ub e-tium/2e 
Xx ) T(X) 人 ) $ 
于 是 
Xm — dyn’) 
mmod 2¢) 
1 = aion 2 
= — yu g rium 72a g` riudin?/28 
T (X) ul mod 2%) ` ) ned 2a) ncmod 2°) 
æ 
= -75 “4 xi ati 
t(%) ucmod 2) 4%) 2 、 若 2ta, 
22 , Ai A= Os 
0 ， 洒 ao=C 一 1; 


a 


(2.60) 


。 (1+ 4- ude 2 , Fe a — ao 侦 ， H. >2, 9 
+o 


oT wag 45 一 , a-a, i, H Sd, 
这 里 已 设 d =dy2™, 2tdy, m0, EERBAAR Gauss 三 角 和 的 公 
式 可 参考 华 罗 康 著 ¢ 数 论 导 引 > p.183。 我 们 再 分 几 种 情况 来 考察 
上 面 的 公式 (2.60) 。 
(a) x>>a， 这 时 (2.60) 右 边 的 和 , 当 a 偶 时 , 是 
2° D Xu) + D geren =O, 
umod 22) Wmod 22) 


REHA Emod 2° 原 特 征 , 且 a 之 4 而 当 4 奇 时 ,是 


Heo 
2 
1 


114 二 元 二 次 型 与 二 次 域 EERE 


Sati 
OF (SY gaeren = 0, 
ulmod 24» 


SXF tH) S] X AL mod 2 的 原 特 征 ， 且 奇数 c>>4 add, 
事实 可 参考 华罗庚 著 ¢ 数 论 导 引 >p.175. 
(b) a)=a~1 py, (2.60) 的 右边 显然 是 零 。 


这 些 


(c) a-oo 侦 且 宇 2, 这 时 用 与 (6) 相同 的 理由 可 知 ，(2.60) 右 


边 的 和 , 当 a 偶 对 , 是 
a’ =, Aw) (1 +4) (1 + 4-44) 


u(mod ó% 
uy 


=2° 2 (C+ (DD 3") D zw) 


mod 27) 
taD D Zoeren) = 0; 
u(mod 29) 
TE a 奇 时 ,是 


gee De 


u(mod 27) 
1+ 
= 9° tO o >> X (u) Cli sya 
“‘u(mod 2a) 


i (w, geri (1~-2go)u278/29 — 0 
umo ce) “ ) ° 


(d) a- FASS, AH, (2.60) 右 边 的 和 , 4 o 偶 时 是 


co -1 -FÌ udo 
2 2> D ZULTE 


ul mod 24) 
1 a+< 1. 一 on, a~ 
= 9 2 ( >, ku) eee ae s/2a 
ul mod áe 


X (u) g?miu (2-4) 2073/22) 一 0; 
u(mod 24) 


而 当 w 奇 时 , 是 


a iu _ awl 
as D Zu) e406 du 
u(mod 27) 


to 
~ Ot 2 D XC erula — 


al 
t(mod ża) 


总 之 , 我 们 证 明了 , 当 X 为 mod 2° 的 原 特 征 且 w> 和 4 时 
%(m* — din?) =O, 


mhne mod 2a J 
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以 下 再 看 不 是 mod 2 原 特 征 的 情况 。 令 X 的 导 子 为 2 
Nj s>1, XA X TEEPE, Be-s>2, WA l<s<a-2, 这 
样 存在 一 个 mod 2*-: 的 原 特 征 x 使 
X(m) =x Cm), BN2tn, 


命 
m = 27-8 + Mo, n= 2a N + Ne, 
Mm, Ty (mod2:), 1<m,, Ne 2 
则 有 
xm? — dyn?) = x1 (ms — dnd) 
mn mod 2a) l<tita.ng c 2a7e 
PRC NCU 2%) 
=£ Ð ym- (2.61) 
| l<m,n<2a-® 
仍 分 几 种 情况 来 讨论 。 


(8》 4 a-s=2 时, 用工 中 已 证 明 的 结果 可 内 (2.61) 知 ， 


Xm-dn)=4 S x Gn’ 一 din?) 
mni mog 29) mn med 26-#) 
(222-1, td, =0 at 8(mod 4), 
= 4 
L 0 bd 否则 。 


(6) 当 ac-s=3 时 ,用 下 中 已 证 明 的 结果 可 由 (2.61) 知 
XM — dn?) = 4s > x (m? — dyn") 


nL, mod 2¢) m.ni mod 24-3 
i a find, =0 sR 2x,(— 1) (mod 8), 
0 9 否则 。 


我 们 指出 为 (- 卫 =X(- 汪 。 
(9) H a-s>4 时 ， 再 用 上 述 对 a4 fy mod 2° 原 特征 已 证 
明 的 事实 可 知 , 这 时 
(mde D s(n? din) = 0, 


ma mod 24) m.ni mod 20-8) 
综 上 所 述 , 当 a>4, oF, OAM, 引 理 已 明 。 
Wi 24 Dap, 这 时 d=1(mod 4), 并 有 
x) D xm, n)) 


mnt mod 24) 


=x% S Xw + mn + bin’), 


Hb nę mod ~- 
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这 里 b, Ey E bb = ac (mod 2*) 的 整数 ， 
M4 x 为 mod 2° 的 原 特征 时 , 命 
m= 22-lm, +m, m= 2¢-In, + n, 
my, n (mod 2), Lxme, m2171, 
则 有 


XM + mn + bin’) 
m.n(moad 2a) 


X( M4 + Mn + bini +22-(min + MoM) ) 


' al 
l<mansc2 my,79{mod2) 
1 


T T(X) Lamy ngasi wos 2a) 
us 


(Dem, (=m 


mı(mod 2) nifmod 2) 
=- J D) y(u)e?si4uim tmnt dant) 26 _ () 
TCX) t<m,n<2@°! u(mod 22) | 


— . a 
x(w) g riu(ma +mana+ ban, 2s 


(2.62) 
附注 ”上 式 对 任 一 个 mod 2 的 原 特 征 x 成 立 , 只 要 a2, 

当 X 的 导 子 为 2 l<s<a-2 By, fx 为 mod 2e- 的 原 
特征 , 便 有 
x(n) =x n), dn Fe 
再 命 

m = 22-8m, 十 0202， 多 一 驴 < -9 +7, 
my, nı (mod 28), Tm, m<2e-8, 


则 有 


x(m? + mn + bin") 


mni mod 2a) 


=4 Ð x1 Cr? + mn +b?) =0, 


m. rood 2a-8) 


这 里 用 到 (2.62) 及 其 附注 , 这 样 ,4, 5 均 奇 时 , 引 理 已 明 。 
NY, a, c 均 为 偶数 时 ,由 g.c.4.(4, b, c)=1 ROA, Ades 
I (mod 8), fi 
m= 2¢-lm, +m, n= 22-In, +00, Mi, (mod 2), 
Lom, m2<22-1, 


即 有 
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xf M, n)) 
m.n mod 29) 
= > SY xCF (ame, na) + 022-1 (mn + mam) ), 
Ldtngs%s< 2071 mıni mod 2) 


于 是 可 以 仿照 上 述 Wi 的 方法 , 可 以 证 明 
> x(f Gn, 2)) =9, 


m ni(mod 24) 


BEEE I~, MAS HERRAR. 

5I 1.26 设 p 为 素数 ,a 为 正 整数 ， 再 设 X 为 mod pr 的 
ERME, fæ, y) =ar + bay + cy’ EARR d= b? -tae 的 二 元 二 
次 原型 , 则 有 


E nG n) = peot- (E) 


m.n mod pe ) P P 
这 里 (人 ) 为 Kronecker 符号 ， 
证 明 ”我 们 考虑 二 元 二 次 同 余 方程 
f(s, y) =9(mod p) 
s, y(mod p*) ih eR Ta. 


命 
T= 8, t82 P, Y=Y + YP, 
` 工 坟 1， YS P, 1<2., Yo< pr, 
即 不 难 证 明 | 
| I, = pL, (2.63) 
因此 只 需求 出 41， 即 可 算得 IL. BM, 
i= i y e-wius(mn)/p 
P u'mod p) m,nCmod P) 
= £ iS e2%! (uam*tuomntucn")/p (2.64) 


p u=] m.a mod p} 
分 几 种 情况 来 讨论 , 以 下 总 设 pte, 
(1) 当 pi2a 时 , 命 整数 a' 满足 2646' =1 (mod p)。 于 是 


e201 (wam*+uomnt+ucn")/p 
m.n(mod £) 


= 5 e2%iua (mm al*ant)/p | (2. 65) 


m,n( mod p) 


用 Gauss 三 角 和 的 值 〈( 见 华罗庚 著 (数论 导 引 p.183), RIA 
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(2.65) 右 边 
=(“2). | ， 当 p =1 (mod 外 D 
pl È, 当 p=3 (mod 4) 
(Ca) 4 p=1 (mod 4) 
{S p / li, 3 ps8 (mod 4) 
` P ,如 pla 


(x0 (=) mod p 的 Legendre 符号 , 以 下 相同 ， 


|) P, = płd; 
(= wy > H p=1 (mod 4) 
i, % p =3 (mod 4) 
SA Tin h (2.64) , (2.65) A (2.66) RA 


nopea [Ee sr 


lva, 如 "| 


, (2.66) 
| p7; 4 pld. 


P> o , 4 pjd 
P >» 当 p| ds 
-| 1 , X pid, HARE mod p 二 次 剩余 时 ; (2.67) 


2p 一 1, 当 pid, Hd 是 mod p 二 次 剩余 时 ， 
附注 ” 当 p42c 时 , (2.67) 仍 成 立 。 
(2) 2x pla, “时 shat pid, 故 pid, B(S)=1, 这 时 有 
(3) p=2 时 , 由 (2. 64) 有 
I,=2+5 + (-1)9+(-1)°+ (--1)*t?*) 
[2 如 和 |a; 


=|) ij d=5 (mod 8), (2.69) 
3, 如 d=1 (mod 8), 


JRE HH (2.63), (2.67), (2.68) (2.69) 即 有 
>)  xo(f (m, %)) = pt ~ Ipa = pP- p*e-2 J, 


,nod pa) 
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3, 4 d=l (mod 8) 
— mæ — mand (da 一 
= psp? (p+ \(p-1) ) 


= pt 一 p20-! -(5) p=- (p—1) 


= p°p( ) € -7 (4 >) 

xm (2) je Kronecker 符号 。 引 理 证 毕 。 

定理 1.8 的 证 明 ”注意 定理 中 等 式 两 边 均 为 的 积 性 函数 ， 
故 可 以 只 对 为 素数 宕 的 情况 加 以 证 明 即 可 ， 这 正 是 上 述 三 个 引 
理 , BUS] 1.24, 引 理工 .25 和 引 理工 .26 的 内 容 .所 以 我 们 的 定理 
1.8 终于 得 证 。 

推论 “ 设 了 是 一 个 羯 别 式 9 为 基本 判别 式 的 二 元 二 次 原型 
再 设 4 也 是 一 个 基本 判别 式 ，X(s) = (之 ) 是 Kronecker 符号 ， 则 


有 


1 
TEOT mda YI mMm, %)) 
-| xf), 如 X 是 多 (Q) 的 一 个 genus HME; 
l0, E, 
这 里 多 (号 是 判别 式 为 4 的 二 元 二 次 原型 类 群 人 < 0 时 , 只 考虑 正 
定型 ) 。 | 


1.7 二 次 同 余 方 程 和 二 元 二 次 型 表 整 数 
引 理 1.27 设 4 为 一 个 基本 判别 式 ， 即 4( 硅 1) 为 一 个 整数 ， 
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d= dodi, 其 中 di 是 一 个 无 平方 因子 整数 , 并 满足 册 =1(mod 4), 
Wee do=1, -48 +8. 再 设 %* 是 一 个 正 整 数 。 则 同 余 方 程 
=d (mod 4n) (2.70) 
x mod 4n 的 解数 为 
f(d, dn) = | 1< 2 (Zle) |> 如 p|d—> prin 
| 0 ， 和 否则 ， 
这 里 (全 ) 是 Kronecker 473, u (+) X uöbius 函数 , p 表 素数 ， 
附注 C) 可 知 ， 同 余 方程 (2.70), smod 2n 的 解数 是 
af (d, 4n), 
(2) 当 g.c.d. (4, n) = 工时 ， 本 引 理 对 一 般 的 判别 式 也 成 立 
即 知 此 时 (2.70) x mod 4n 的 解数 是 
23) (Z) jum), 


lam] 


而 此 时 (2.70) z mod 2n 的 解数 是 


p D (S). 


这 可 见 之 于 华罗庚 著 ¢ 数 论 导 引 》p.340 EM 12.8.4., 

证 明 这 可 由 第 一 章 的 引 理 2.13 直接 得 出 。 

引 理 1.28 设 d 为 基本 判别 式 ,£ 为 正 整 数 ，F,(z, y) I< 
T<A) BANA d 的 二 元 二 次 型 类 群 的 完全 代表 元 组 , 以 th) 
iP ADA EE 

Fil, y) =k, =, Fale, y)=k 
的 原 解 (定义 见 第 -- 章 §2.2) 总 数 。 则 有 


ho (k) = w 5 ©), 


lam] % 


这 里 (全 ) fi: Kronecker 4f 3}, w=L1, 2, 4, 6 W d>0, d< -4, 


d= -4, d=-3mE. E 4<0 时 ,只 考虑 正定 型 。 
证 明 先 从 同 余 方程 
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P =d(mod 44), 0O<l< 2k (2.71) 
的 解说 起 。 对 (2.71) — RL, h l- dem =d 可 定 出 一 个 整数 
%。 这 样 就 得 到 一 个 羯 别 式 为 & 的 二 元 二 次 型 4 l, m)) 由 于 
4 是 基本 判别 式 , 故 它 是 原型 ), 它 必 与 了 -人 1Ls<7 委 马 ) 之 中 的 一 个 
相似 且 正 好 与 一 个 相似 。 又 由 第 一 章 § 2.2 知 ， 对 每 一 个 /有色 
个 既 约 原 解 ,所 以 由 引 理 工 .27 的 附注 (L) 即 知 
Fi(w, y) =k, =, Bu(@, y) =h 
的 既 约 原 解 的 总 数 为 


v 2. $) |u(m) le 


从 而 原 解 总 数 为 
hn(D =“ 习习 。 ot 


3 (4 el =e 3 (a) 
最 后 一 个 等 式 的 成 立 的 证 明 , AS OR AE ARI 
对 为 素数 短 的 情况 加 以 验证 即 可 。 引 再 证 毕 。 
附注 引 理 1.28 对 一 般 的 判别 式 a, 在 满足 条 件 g.6.d. C, d) 
= 工时 , 仍然 成 立 , 见 华罗庚 著 * 数 论 导 引 ?p.342. 定 理 12.4.1.。 
1.8 二 元 二 次 型 类 群 的 解析 类 数 公式 
BE 4 为 一 个 判别 式 ,x(*) 为 Kronecker 符号 (2), 
L(s, x) -5 40, s=0 +it, o = Res >l, 


W Ls, ORE Res >1 半 平 面 中 的 解析 函数 , 它 可 开拓 为 整个 8 
平面 上 的 整 函 数 , 并 有 


Ld, y=, 


那么 我 们 有 下 面 的 类 数 公 式 。 
定理 1.9 对 判别 式 为 & 的 二 元 二 次 原型 类 群 多 (办 , 其 类 
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ACA x), 如 dd<0, 
Ho(d) = 


Md 
loge, L(, x), md >0, 


这 里 w=2, 4, 6m d< -4, d= -4, d= -3 mÆ; 而 当 4>0 时 ， 
e, 是 Pell 方程 
a? —~ da’ =4 
的 基本 解 ( 即 最 小 解 ); 上 (1, x) 如 上 所 示 。 
证 明 MEDRE MESS) Bro, 
每 一 个 判别 式 4 都 可 唯一 地 表达 为 下 列 形状 ， 
d= dh}, (2.72) 
其 中 do 为 一 个 基本 判别 式 , 而 为 一 个 正 整数 。 
引 理 1.29 对 一 个 判别 式 4,， 在 分 解 式 (2.72) 之 下 ,有 
Hyd dy di 
apy T AO 1 (1- =( ; oy), 
这 里 Hyd) 与 Ao) 分 别 表示 判别 式 为 @& 与 必 的 二 元 二 次 原型 
类 群 名 (9) 与 名 (d) 的 类 数 ; 对 w< 0， 
E 如 d< — 4; 3 do = —4, -3, 而 d=1 


= 2, 如 加 = 一 4 T di >l; 
3, 如 dg = — 3, 而 dy >I, 
而 对 a>0, wy 如 下 定义 之 ; Pel 方程 
a? -dy =4 
的 基本 解 se 是 Poll 方程 
w? 一 doy" = 4 
WEK Ea, HIP IESE URE Ea DA 


也 可 记 为 
w, = J (d; da), 
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这 后 一 记号 , 将 可 见 之 于 第 7 章 ; 最 后 (<) 是 Kronockor 符号 。 


证 明 经 简单 计算 即 得 。 
引 理 1.30 设 以 五 o(dqo) 5H 分 别 记 判别 式 为 oo Sa 
的 二 元 二 次 原型 类 群 名 (qd) 与 名 (d) 的 类 数 , 且 分 解 式 (2.72) 成 


立 。 则 我 们 有 
H; (do) | Ho(d), 


证 明 由 引 理 工 .29 Al, 只 需 证 明 
olane-2(4). ew 


其 中 ( 名) 为 Kronecker 符号 ， 当 Q<0 wf, (2.73) 容易 验证 .而 
4 d>0 时 , (2.73) 的 证 明 即 是 应 证 明 
J (ds dy) |a H (1- =()) mda>0, (2.74) 


其 中 (名 L) > Kronecker 符号 。 


Ff Eq = Ea = Atih 为 Pell 方程 


a? ~ doy" = 4 
的 基本 解 。(2.74) 等 价 于 
lm n= a HH (1-3 =), (2.75. 
其 中 由 
人 + 上 DA/Go 
2 / 2 
决定 0 


Sy WAM di WH BCR ER (2.75), 4d, = D*， 了 为 素数 , W 
sl, X pido 时 ，(2.75) 显然 成 立 。 故 可 设 Djdo。 先 看 8 =1 
的 情形 。 

(1) p=2 m}, 这 时 
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n2- 4). p i do = 1 (mod 8); 
3, ty dy = 5 (mod 8), 
51 侦 时 , (2.75) 显然 成 立 , 故 可 设 di 为 奇数 ， 这 时 由 a} 一 bido = 4 
即 知 有 ?= 和 4+ Qo (mod 8)， 故 可 得 
do =5(mod 8), a, 3, n=3, ba3= (gi 一 1)01。 


FÆ (2.75) ona, Ks =1, p=2 时, (2.75) Row, 
d d 4 | 
(2) pa, n= p- (S) Legendre 符号 ). pib: 时 ， 
(2.75) 显然 成 立 。 故 可 设 pthi, HEDER Mm, Æ 
t-1 
bn,=2-"+! S (5) at~*Bidy? » (2.76) 


lat<m 
tt 


这 里 [”) 为 二 项 展开 式 系 数 ， 特别 有 (注意 p¥2dy) 


27-1% = bid? = (mod Pp), 


Kit A 
=b( 9) (mod p) (2.77) 
M ph (2.78) 
27b, = (pt+1)aid, + (p+ abide Ë (mod p), 
从 而 


26541 = ob tabi( 2) moa p) (2.78) 


因此 当 ( 人)= -工时 , (2.75) 已 成 立 。 如 (St) =1, 则 由 (2.77)、 
(2.78) 有 
6541 ob1 (mod p), b, =b; (mod p), (2.79) 
由 bn 的 定义 可 得 
ba+1 = Ab — boy (2.80) 
(这 可 如 下 得 出 ， 5 满足 二 次 方程 
2*-—a¢+1=0, 


aA 
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erti __qet+er-t = 0. nel, 
由 此 即 得 (2.80))。 


于 是 由 (2. 和 80) 即 得 
bp- -1 = 0 (mod Pp). 


即 (人 ) =1 时 , (2.75) PRL. 


总 之 , 我们 PERT, HERA DA 
b (H ,) = 0 (mod Pp), 


这 里 (名 ) 是 KEroneoker 符号 ,由 此 对 用 归纳 法 , 即 得 


b es (»- (8) ) = 0 (mod p*) 。 
这 说 给 出 了 所 需要 证 明 的 事实 , 同时 也 就 完成 了 引 理 的 证 明 。 
附注 ”由 上 述 证 明 可 见 , 下 断 断 言 成 立 。 
断言 wdi 为 一 个 判别 式 ， >0, 为 一 个 正 整 数 ， 而 
J (dodi; Q0) 的 定义 如 上 所 述 , WA: 


T dos do) la TI ( 1- =(%*)), 


这 里 (外) 是 Kronecker 符号 。 


这 个 断言 有 独立 的 兴趣 。 
定理 1.10 判别 式 为 4 的 二 元 二 次 原型 广义 相似 类 群 的 类 数 


| If na, > md<d, 
VLG, D, ma>o, 
这 里 对 4<0, w=2, 4, 6 W d< —4, d= -4 d= -3 而 定 ; Yd> 
0 时 ， e 是 广义 Pel a 
~dy* = +4 
的 基本 解 , 最 后 S 
Li, x)= >> xi), 
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其 中 x(*) = (©) 8 Kronecker 符号 。 
证 明 ”由 定义 .定理 1.9、 第 一 章 $2.1 以 及 本 章 的 引 理 1.3 
可 得 本 定理 的 证 明 。 
引 理 1.31 HARR d= deal, 其 中 为 基本 判别 式 , 则 
ha(de) (h(a). 
证 明 4<0 时 ,加 = 及 o, 放 由 引 理 1.30 即 得 所 需 。 
当 do>>0, N (e0) =1 时 , 这 里 ee 为 广义 Pell 方程 
a? -dy = +4 
的 基本 解 , BD 0? — doy? = -4 无 解 , 则 也 有 W (es) =1, 这 里 es 是 广 
义 Pell 方程 
a? -dy = +4 
的 基本 解 , 即 22 -dy = -4 也 无 解 。 那 么 
ho(do) = 5 Ho(do), o(d) = 5 Ho (A), 


HIER S| 1.30 也 得 所 需 。 
当 >0，A(so) = -工时 ， 扣 (do) = Ho(do), {8 (Cd) = 


ADR Hold), W N (ea) =1 或 - 工 而 定 , 无 论 怎样 ,加 (do) | 
2h(d) 总 是 成 立 的 。 因 此 为 证 明 我 们 的 引 理 , 只 需 对 四 >0 


a — doy” = ~4, 
有 解 ,而 
a? — diy = -4 
无 解 的 情形 , 证 明 
2J (dodh; - 工 (La 
Tat TY (1-7) 2-81) 


即 可 , 其 中 ($ 9 ) 为 Kronecker 符号 。 


fr 2? — dey? = -和 的 基本 解 为 e-= AEN gy 9 day? 
=4 的 基本 解 为 e, = et = 中 + 了 Vo， 其 中 a, = at 42, by = abr. 
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WFE d 的 一 个 奇 素 因 子 pido, 则 仿 引 理工 .30 的 证 明 可 知 ， 
D ($) = Ocmod p), 


BIA 


3 1 d 
J (do p’; do) | x 有 一 (2-)). 

岂 此 即 得 (2.81)。 因 此 可 设 di 的 每 一 个 奇 素 因 子 均 除 尽 do, 

又 当 2|di 时 , ido R, MA do=0(mod 4), HH ai- bid, = 
一 4, 即 知 a 偶 ， 从 而 9; 偶 ， 这 证 明了 J (4%; dy) = 工 即 知 这 时 
(2.81) Ras Ñ do = 工 (mod 8) 时 , 仍 得 b: 为 偶数 , 同样 可 知 (2.81) 
Ur; 4 d= 5(mod 8) 时 , 由 41~-bido= ~4 可 知 ,1 与 01 AA 
E, 如 与 01 同 为 偶数 ， 则 5 为 偶数 ， 此 时 仍 有 (2.8I) 成 立 , 而 
a 与 91 同 为 奇数 时 ，02, b: IEA A, b= ab: A A A a= 
di(d +1) 与 63= (ai +1)b, 同 为 偶数 , MB bs =0 (mod 4), FE 
J (16 do; do) =3, XF 4) dı Hf, (2.81) 仍然 成 立 。 这 里 a,, 5, 由 
St bo _ (m+? ivdy y ha, 


总 结 上 一 段 的 说 明 , 我 们 可 设 2d, Rd F, h HS RAS 
均 除 尽 do, do =5(mod 8), Ha, i 同 为 奇数 。 令 
dy = di, 或 2d}, | 
Hd 为 奇数 ， nd 的 素 因子 均 除 尽 do, 
当中 = 时 ,对 的 素 因 子 个 数 用 归纳 法 , IA 
æ — diy = —4 


有 解 , 这 与 假设 了 矛盾。 于 是 d = 2d), mE 


at —4dyy? = 4 (2.82) 
有 解 , 则 仿 上 对 d 的 素 因 子 个 数 用 归纳 法 , 即 知 
g? 一 dod’y: := -4 


有 人 解 ， 从 而 与 假设 矛盾 。 IH H di, by #, Tah yA Be 这 时 
(2.82) 确 实 可 和 解 , 由 刚才 的 说 明 , 这 是 不 可 能 的 。 这 样 就 完成 了 我 
们 对 引 理 的 证 明 。 


i 
i 
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1.9 Gauss 类 数 猪 想 的 提出 


对 给 定 的 判别 式 4, 决定 二 元 二 次 原型 类 群 多 (dq) 的 结构 , 当 
然 可 以 由 上 述 各 小 节 中 所 阐述 的 理论 一 步 一 步 地 完成 ， 对 于 较 小 
的 % Gauss 在 其 名 车 中 确实 做 了 这 一 工作 。 他 特别 发 现 了 , 就 已 
算出 的 情况 来 看 ,4<0 时 , Ho(q) =1 的 4 并 不 是 很 多 ， 

由 以 上 各 小 节 的 理论 可 知 ， 嫌 们 只 需 对 基本 判别 式 了 来 考察 
广义 相似 类 数 ACG) 即 可 。 注 意 对 基本 判别 式 ， 型 与 原型 是 一 臻 
的 , 故 如 =A#。 下 面 如 无 特殊 的 声明 , 总 设 & 是 基本 判别 式 。 

LEO 的 族群 的 阶 g(9), HEC) 的 Ambiguous 子 群 
AG KB, RU g@| Ad), tem 1.5 知 

g(d) = 2771, 
这 里 和 是 基本 判别 式 & 所 含 的 素 因 子 的 个 数 ， 

T E3 HH SERA FH AdO HAD=Ad, HF 
V-A), A 是 了 所 含 素 因 于 的 个 数 ， 并 且 COR ew 的 主 
族 中 所 含 的 类 的 个 数 。 这 样 ， 当 且 仅 当 Q= -4， -8 或 - p( 素 数 
p=3 (mod 4)) Af, |. (4)1=1， 并 且 只 有 这 时 有 (9) 才 可 能 是 奇 
数 。 反 之 , 如果 这 时 有 2|ACd) =H d), WHE UCEAD, tk 
2 [1], 但 22 = [1], Bp 从 是 .xy (0) 的 一 个 非 恒 等 元 , |e (a)| 
=1 矛盾 。 从 而 这 时 失 O) 一 定 是 奇数 。 所 以 得 到 下 面 的 引 理 。 

_ 引 理 1.32 当 4 为 一 个 负 的 基本 判别 式 , 判别 式 为 4 的 二 元 
二 次 型 的 广义 相似 类 群 的 阶 4(Q) 为 奇数 的 充 要 条 件 是 4= -4 
-8 R - P, 这儿 素数 p=3(mod 4), 

经 计算 , Gauss 得 出 ， 

hd)=1， 如 4= -3，-4 -7, -8 -11, -19, —43, 
_ 67, —163. 
而 再 继续 算 下 去 , FE IR A SBE AC) = 工 的 负 的 基本 判别 式 了 ， 
因此 他 提出 了 下 列 著 名 的 Gauss 猜想 。 

Gauss 猜想 (D) ”正好 存在 上 述 九 个 负 的 基本 判别 式 4<0, 


. Q 
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{E h(d) =1, 
518 1.33 设 判 别 式 为 4>0( 本 引 理 中 不 要 求 d 为 基本 判别 
R) 的 二 元 二 次 原型 ((c, b, ¢))=((-a, -b, -¢)), WEEE 
BY s, Y, id= +y, 
证 明 不 妨 设 有 理 整 数 4, b, ¢ 满足 
|b] <a<c, g.c.d.(a, b, ¢) =1, d= 0 + 4ae, (2.83) 
而 有 
f=(a, -b, -¢))=((-4, b, ¢)), (2.84) 


并 且 
a= min |f (æ, y) | 。 (2.85) 


BYE 
(2, ¥)2(u,0) 


由 定义 知 , 存在 7, u, 8, CEL 使 


ru~st=1, (2.86 

一 G =ar? -bri-ct, (2.87) 
b = 2ars -b (ru + st) — 2ctu, (2.88) 
c= as? —bsu-—cu*, (2.89) 


Hy (2.86) — (2.89), THWR CH ERER): 
u=—7, as+br+ci=0, 7 +st= -1., (2.90) 
显然 有 is=0, nr =O, 则 有 s= -t= 土 1, FRe=4, 从 而 
d=b? +4ac=6' +40’, 引 理 的 结论 成 立 。 因 此 不 妨 设 
r, t>0, g.c.d.(7, H =1, (2.91) 
最 多 只 需 把 2 改变 一 下 符号 。 首 先 假定 在 (2.83) 一 (2.91) 下 有 
b>0, 


4 Hy (2-83) $ (2.85) 知 有 
b<a=mialf| <v, 
从 而 由 第 一 章 的 引 理 1.6. 引 理 1.7 与 (2.87) TTB 
= bE 的 一 个 渐 近 分 数 Po! (WSL), 
n-li 
把 a 展开 为 简单 连 分 数 ， 


a= [to 1, …，du]， 
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— 


Ha, o, 6, 为 基本 周期 ， 而 为 周期 长 度 ， 用 第 一 章 的 记号 ， 
由 (2.87) 有 
-G6=4p2— bp — C9021 =(-1)Q,, (2.92) 
Q,= = Qo= Qs. (2.93) 
tyn=1, 则 po = 4p, go 二 1， 且 由 (2.92) 有 
— a = 4a? — bag 一 0 
8 | 
c= ala? + 1) 一 beg, d= b+ dac = (2a, 一 b)? +4, 
即 引 理 的 结论 成 立 。 故 可 设 


n>3, n=1 (mod 2), | (2.94) 
由 (2.90) 及 
T = Pn-15 $= gn-1, Pn-1%n-2 一 On-29n-1 = (一 1)*-? = 一 二 
(2.95) 
即 知 存在 一 个 整数 之 1 使 


U= — Pn-i= ~ WIn-i — In-2, $= —WPr-1 — Pn-2。 (2 .96) 
H (2.88), (2.95), (2.96), 经 计算 可 得 
b = 2aw 一 (24 Pa-1 Pn—2 一 b ( Dn-1%n-2 + Pa-29n-1) 一 200_19n-3) 

= 2aw — Pn | | 
最 后 一 个 等 式 用 了 第 一 章 的 有 关 结 果 ( 即 (1,17))。 于 是 有 
P,= 2aw—b | (2.97) 
Hy (2.98) Je (2.97) 即 知 ,ea 的 第 ”个 完全 商 
_P+rvVd _ 2aw-b+J ad 

on 一 一 = y 


a, = 


=w+B, (2.98) 


这 里 B= VS") 6 的 简单 连 分 数 展开 式 可 由 a 米 刻 划 ， 这 已 
-于 第 一 章 的 引 理 1.5 中 一 明 。 由 此 用 归纳 法 , 由 (2.98) 可 得 

Pass = Puriss in l<j<h, (2.99) 
Qs = Qs 如 i<j<k, oe  : (2.100) 
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n=nk +n lxn<h, m0, (2.101) 
Ih % A, Amr 3, WS m= 2m ,-1, m>S2, Wy (2.100) 有 
Qing-1 = Qetm-1 = = Qom -1+k-m = Qn nmo 三 Qn,, 
FI BD Rd = PZ, + 40Q.,,Qm,-1= Pa, +4Q%,， 即 引 理 成 立 。 
Mm =1, 则 由 (2.93) 有 
Q1 = ,= Q,=4= Qo, 
BA d= .Pi+4Q:Qo= Pi+4Qi， 因 此 引 理 仍 成 立 ， 


如 m 为 偶数 , HH mE, 且 m>3( 即 (2.990)， 以 及 (2.101) 知 


k 为 奇数 ， no = 2mo, MEZ, 1<mo< i 


2 
Qa, tm = Qom +1 = Qaar = Qr- = = Q; -1 
i d= P? sl +mot! +4Q? .I glam? 因此 引 理 成 立 。 
ty 2=0, WW 2m, = bo 1, H (2.93) 
Qe-1= 一 Qom, = 一 Q, = Qura 
i d= Pl+4Qi, MIAR. 
以 上 证 明了 在 (2.33) 一 (2.91) 下 及 0>0 时 , 引 理 成 立 。 现 在 
假设 在 (2.83) 一 (2.91) 下 , 有 < 0。 如 果 此 时 有 
0< VE HIP < 1, 


tet’ 


则 由 第 一 章 引 理 1.5 即 知 
a= -也 | + sd 的 简单 连 分 数 展开 式 


a= [co di …， Gy], Gi, Sy 是 基本 周期 ， 
其 中 有 
G, 一 Go0=0， (2.102) 
又 由 第 一 章 (1.38) 有 
Aya 200 R 27-1, (2.103) 
再 结合 >>1， 由 (2.102) 与 (2.103) 即 得 
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ax= a0=1. (2.104) 

由 42.85) 即 知 也 有 
a= min |jeax’—|blay—cy’], (2.105) 


- YE 


(.c,¥)0 


于 是 由 (2.104) A (2.105), 第 一 章 的 引 理 1.11 及 其 证 明之 后 的 
附注 , 即 知 
_ lpr+vVa _ 14V8 
27 2 
从 而 有 4= |b] =c=1，4=5=1+2, 引 理 仍 成 立 。 


而 -2| >1 时 , 则 可 证 明 -+ 是 六 = -Elar 的 


渐 近 分 数 , 从 而 工 是 OL 的 浙 近 分 数 , 故 可 念 5 二 0 时 间 
样 证 明 引 理 。 引 理 证 毕 ， 

对 正 的 基本 判别 式 4>0, BAC) 为 奇数 , MH |e A) | = 
2。 对 两 种 情况 分 别 讨论 。 

由 定理 工 .5 知 ， 对 正 的 基本 判别 式 4>0, |.xy (9)|=1, 4B 
M4 d=8 d= BR p=l (mod 4), 易 见 此 时 有 NN(e) = -1, 
PERA =A), AWER 4G 为 奇数 。 

同样 ， 对 正 的 基本 判别 式 g> 0，[.wr(d)| =2 4A 124 d= 49 
(素数 9=3Cmod 4), 8ga (CRR q = 3Cmnod 4)), gg (BRM 91,9; HY 
=3(mod 4), H 9:1=92), 8p (素数 p=1 (mod 4)), pip, (素数 
Pi，P2 均 =1Cmod 4)， 且 pmp). MERAT, 均 有 Ne) = 
+1, 而 在 后 二 种 情况 下 , Ve) = +1 均 是 可 能 的 ， 

先 看 前 三 种 情况 ， 这 时 h(a) = 本 H@), 我 们 来 证 明 在 这 三 
种 情况 下 , &(d) 必 为 奇数 ， 用 反 证 法 车 4(q) 为 偶数 , 则 4| 五 (@). 
由 后 (4) 的 二 阶 元 均 在 .x k, MAEA 必 含有 一 个 四 阶 元 . 
2 = [((c，2，c))]， 

= [1], [1] *Wew(d), (2.106). 
易 见 | 
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i [CC 一 1, 0, 9))], 如 4=49, 素数 9=3(mod 4); 
[CC-1, 0, 2 a= 89, 素数 v= 8(mod 4); 


B= 
(Ci s ae) masno 


最 后 一 种 情况 中 , RA g, a2 Hy = 3 (mod 4), H. me, 
Hy (2.106) 5 (2.107) 4 2P = B, X U-t=[((e, —b, c))], 
故 不 难 证 明 在 (2.103) 这 三 种 情况 下 , 均 有 
U-' R= [((-a, -b, -—c))], (2.109) 


(2.108) 


FE 
A= 2-12, 
即 得 
(Ca, b, c))=((-a@, —b, -0)), 
这 样 , 由 引 理 工 .33， 即 知 存在 整数 z, y 使 
£? +y =d= 4g, 89, M192, 
由 于 9, gs 92 = 3 (mod 4)， 这 是 不 可 能 的 。 这 就 证 明了 有 (qd) 是 
奇数 。 

对 后 二 种 情况 , RIRES Ad) 是 偶数 。 当 Ne= -1 时 ， 
h@)=H@), M2=|v@)|BAOHRT, 因此 可 设 W(e) =1, 
故 在 这 二 种 情况 下 ， 

Af (d) = [1], B}, 
其 中 


an 0, 2p))], md=8p, RH p=1(mod 4); 
R= 


[((-1 3 A=5)], ma- pp 
在 后 一 种 情况 中 , 素数 pi, pm Ky = 1mod 4), 日 pp 
在 这 二 种 情况 下 , 有 
on ind=8p, 这 时 a, b 为 互 素 的 正 奇数 ; 
l4 +b, 如 4= pips， 这 时 4, 5 为 互 素 的 正 整数 , 8 奇 。 
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相应 于 4 的 这 一 表达 式 , > 
a= {LC 2b, -a))], mM d=8p, 
[((a, b, —@))], 如 = pipe, 
容易 验证 
[E 2b =D) 如 as | 
=a, b, -D)1, a= pipa JS O 
于 是 20 =B=[1], 2 =H = [1], B A Be A i—i. 
这 证 明了 Ad) EER. 
综 上 所 述 , 我 们 证 明了 下 面 的 引 理 。 , 
318 1.34 当 4 为 一 个 正 的 基本 判别 式 时 ,判别 式 为 4 的 二 
元 二 次 列 广 义 相 似 类 群 的 阶 X(9) 为 奇数 的 充 要 条 件 是 4=8, p 
(素数 p=l (mod 4)), 4g (素数 9=3 (mod 4)), 8g (素数 g = 
3(mod 4)), ga: (素数 qr，92 Hy =3 (mod 4), H a#g:). 
对 正 的 基本 判别 式 4>>0, Ad) = 工 的 情况 是 非常 之 多 的 。 对 
wh, Gauss 提出 了 下 面 著 名 的 猜想 。 
Gauss HCD, 存在 无 穷 多 个 正 的 基本 判别 式 & 使 hCd) 
a | 
另外 , 还 有 
Gauss #78 (D; 4 i Ky p Al Fi] R d->- ao Rt, hd) 


+ co 


以 上 三 个 猜想 即 为 著名 的 Gauss 类 数 问题. 


$2 二 次 R 
2.1 二 次 域 的 理想 类 群 


AMAR OUP RK, RNA KEM, 简称 二 火 域 。 它 的 一 
MERE K=Q(/d), 其 中 @ 是 一 个 基本 判别 式 ，G 也 是 域 下 
=R (Jd) KARR: 4 d=l(mod 4) 时 , 它 是 一 个 无 平方 因子 的 


有 理 整 数 , Hdl, 当 d=0(Cmod 4) 时 ， 了 是 一 个 无 平方 因子 的 有 
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理 整数 , HT 2R 8(mod 4), SARAM E S K= QV 9) 


中 的 &g EK 的 判别 式 。 

Galois # G = Gal(K/Q) = 40) 是 一 个 二 阶 群 , 0 Emih 

a: K—K, a(a+b/d)=a-bv/d, Va, bEQ, 

bl N(a) =ao(a) Rae K WW, T(a)=a+o(a) 表示 aEK 

BS, 0(0) BY a Hyde, a 与 0(4) 是 有 理 系数 二 次 方程 
a? —-T (ajx +N (a) =0 

的 二 个 根 ， 

i K = Q(/ 0) 的 整数 环 Ox=2QBoZ (HA), H H o= 


Por NS, iif bo=0 Rl, 视 4=0 或 1(mod 4) 而 定 . 


Ox 的 一 个 加 法 子 群 2 称 为 Ox 的 一 个 整理 想 , 简称 为 理想 ， 
如 果 它 满足 条 件 ; 
aU U, YaE Or. 
定义 Ox 的 两 个 整理 想 U H BERUR X 
UR =$ abla 2, BEB, nEN l, 


UR 仍 是 Ox 的 整理 想 , 易 见 UB= Br, 

VaE Og, 40r 也 是 Or 的 一 个 整理 想 ， 称 为 主 整 理想 , 记 为 
[qj] 。 特 别 [0] 是 Ox 的 一 个 整理 想 , 称 为 零 理 想 。Ox 也 是 Ok 的 
一 个 整理 想 , 称 为 单位 理想 , tL). 

更 一 般 地 ， 对 给 定 的 aa，…， a, EO, a10k 十 … ta Orte 
Ox 的 一 个 整理 想 , Alo, +, a). 

对 Ox 的 两 个 整理 想 U B, WEE Or 的 一 个 整理 想 @, 使 
得 

A= RG, - 

则 称 BARR RR) U, ABIA BG HH 和 的 因子 。 

对 Ox HPP U T, BIU 的 充 要 条 件 是 USR. 

Ox 的 一 个 整理 想 B 称 为 素 理想 ,如果 除 B RU 以 外 , 它 没 
有 其 他 的 因子 。 
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对 Ok 的 每 一 个 整理 想 多 ， 均 存在 整理 想 及 和 一 个 正 整 数 
a, {¥ 

UR = [a]. 

定理 2.1 (整理 想 的 唯一 分 解 定 理 )。OFx 的 每 一 个 不 等 于 
Ox = [二 的 非 零 整理 想 均 可 分 解 为 有 限 个 素 理想 的 乘积 , 而 且 , 如 
不 计 素 因子 的 排列 次 序 , 则 分 解 方法 是 唯一 的 ， 

对 Ox HAERE, B, 24+ R= (a+ BlaeU, PER} 
A 2 B= {alae U, eR} 分 别称 为 它们 的 最 大 公 因 子 理 想 和 
最 小 公 倍 理想 ， 当 兴 、 轩 均 非 零 时 ， 设 它们 由 唯一 分 解 定理 所 确 
定 的 标准 分 解 式 分 别 为 

2 = BY. Bo, B= Pir... Phe, 
这 里 Par oy BL s 个 两 两 不 相同 的 素 理想 , es, f (1 <ti<s) 为 
非 负 有 理 整 数 (我 们 允许 e1, f ,中 的 某 些 为 0， 并 令 有 "= [1] = 
Ox) 则 必 与 锥 的 最 大 公 因 子 理想 
2 + B=T] Fowlers, 
而 2-5 RB) A 
UN B= I Prater, 

特别 的 , 4 U+R= [1] = Ox 时 ， 即 不 存在 [1] = Ox 以 外 的 整理 
想 是 你 , B 的 公共 因子 理想 时 , U, BRIELLE. 

对 Ox 的 任 一 个 非 零 整理 想 旭 , 以 及 六 中 的 等 一 个 非 零 元 素 
a, WAFER EU, $E 2 = [a] + [8], 

Ox 的 每 一 个 非 零 整 理想 U ABH 


2(= am7Z@l* I mz HA), 


这 里 4, b, m 为 有 理 整 数 , 上 且 满足 
m>0; |b| <a nt b= a; b? = d(mod 4a), 
a. b, m H 2 所 唯一 确定 , 并 有 


29{ = | am, Pixa m| = [m] | a, b+ ve |. 


| 
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在 这 一 表示 式 下 , 定义 ZU 的 范 
N (2) =am’, 

AWA Nal) =|N(@) |, NCO =0, N) =1, 

mA 2) [a], WR U Reo, IH Ala, CENTER 

对 Ox 中 的 整数 % B, 和 0x 的 一 个 非 零 整理 想 忆 如 有 
Ula-—B, WRa SBR AAS, WA 

a = B (mod 20), 
雇 这 种 同 余 关 系 对 Ox 中 元 素 进 行 分 类 , 即 知 共有 N (2) 类 , 因此 
有 
N (2) = |Ox/2 |, 
对 Ox 中 的 两 个 整理 想 内, BA 
| N(UB) = NQON(E). 
如 对 4E Ox， 素 理想 PTERA WA 
aN($)-! =1(mod $), 

对 Ox HTE U, UNZ EZ TR, KEZE 
熟知 的 有 理 整 数 环 ， 所 以 存在 一 个 非 负 有 理 整 数 m， 使 NZ = 
mZ, mie U 中 最 小 的 非 负 有 理 整 数 , 并 有 将 | [me], MUM, 

特别 的 , 对 Ox 的 一 个 素 理想 P, PAZ 是 Z 的 一 个 素 理想 ， 
所 以 存在 一 个 有 理 素 数 p, HBOZ=pZ, p EREE pE 
的 一 个 有 理 素数 ,而 有 书 | op], BEB] p。 

Dedekind 判别 式 定理 ”对 任 一 个 有 理 素 数 p, 我 们 有 下 列 素 
理想 分 解 式 ， 


$, 吊 为 一 个 素 理想 , 如 (全)= 一 了 
[p] = pOK= BBs, Po Fe wR ORM, 如 (全) = 
P, BATHE, 如 (5) =0, 


35 (©) 9 Kronecker gig, 在 这 三 种 情况 中 , p 分 别称 为 是 惯性 
的 , 分解 的 , 分 战 的 , 并 且 分 别 有 ; 
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($) = -1 时 , N(B) = p’ 
3(5)=1 时 , Bi=(p, c+ vd], P:=[p, a-v d], ip 
奇 , 其 中 6 为 避 =almod 四 的 一 个 解 ， 或 事 := [ 2, HE], 
pa = [2 22"), 如 p= 名 HAA N) =N (再 ) ps 


(2) -0m B= [p VE] mpi P=0 Vd] mp 
=2 H 8|d; R P= [2, 1+ Vd], m p=2, 4|d, 但 8fd HEA 
NCP) = 2。 

bg K 的 一 个 非 零 子 集合 U HAWK 的 一 个 分 式 理想 , 如果 存 
在 0 入 EOx, EAU 是 OR 的 一 个 整理 想 。 非 零 整理 想当然 是 分 
式 理想 。 对 K 的 每 一 个 非 零 元 素 4, aOx 也 蚌 一 个 分 式 理想 ， 记 
为 [oj]， 称 为 主 分 式 理想 。 每 一 个 分 式 理想 UA Z 一 基 ， 即 存 
在 Or, a, EU, 使 

U = mi 多 四 oa (HM), 
对 至 QW UGR EL URS 的 乘积 为 


UR={SaBilaeX, PEB, nent, 


UR 也 是 分 式 理想 , BAUR = RA, ie, K 的 全 体 分 式 理 
想 组 成 一 个 自由 Abel 群 , 称 为 分 式 理想 群 , 记 为 CK), 有 每 一 个 
分 式 理想 20 可 以 唯一 地 下 为 两 个 互 素 的 非 零 整理 想 的 商 , 也 可 唯 
一 地 表 为 下 列 形式 ， 
= Pm, Pe, 
By, es BE Ox 的 s 个 所 不 相 站 的 来 下 ,m2 (0)、 
N(X) =N(B)/N(G), 
ARNGOS BR, © 的 取 法 无 关 ， 并 且 对 两 个 分 式 理想 21, 2, 
有 
N (20, 25) L N(UDN (2). 
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对 主 分 式 理想 [a], 有 N([a])= |N (a)]. 

E 的 所 有 主 分 式 理想 在 上 述 乘法 下 组 成 了 分 式 理想 群 工 玉 ) 
的 一 个 子 群 , wA PES. 

对 两 个 分 式 理想 U, R, mA ARIE PU), ARIE 
个 主 分 式 理 想 时 , BR U 5 总 是 相似 的 ， 记 为 Ao, EPs 
价 关 系 ， 由 这 种 等 价 关系 给 出 的 (分 式 ) 理想 等 价 类 是 Abel 群 
LEB) SFR PCD WR, A REET CK) /P (RK) 的 一 
TER, PUSS) 即 为 主 ( 分 式 ) 理 想 等 价 类 。 我 们 把 商 群 儿 (这) = 
PB)/T KK) RARE 的 理想 类 群 ,简称 为 关 群 ,多 ( 区 ) 中 的 每 
RRAK 的 一 个 理想 类 , 以 后 把 分 式 理想 简称 为 理想 。 每 
一 个 理想 类 中 , 都 存在 一 个 代表 理想 


| a, bixa], 


其 中 a, bez, 满足 |b|<aiX b=a, B=d (mod 4a), Ifa 
是 属于 这 个 理想 类 的 最 小 正 整 数 ，4, 5 由 这 个 类 唯一 决定 。 由 此 
Bla @ CS) 是 一 个 有 限 Abel g, AO =A) = |¢(K)|, i 
CUS) ASB}, KAK 的 理想 类 的 类 数 ,简称 为 类 数 。 

Ad) =1 BHT Ox 是 唯一 因子 分 解 的 整 环 。 

满足 al EOr 的 元 素 a, 称 为 Ox 的 单位 , 所 有 的 单位 组 成 
了 Ox( 也 称 为 长 ) 的 单位 群 ， 记 为 Ux。 它 所 含 的 单位 根 ， 即 存在 
PERA nikal RR a, 组 成 了 Uk 的 一 个 子 群 ， 称 为 单位 
极 群 , 记 为 WK。W kK 是 一 个 有 限 群 ， 以 wxk 记 矿 k 的 阶 , 即 wk = 
Wr), RNA 

Ux =WK8Vr (EF), 


其 中 
| 2, 4+1}, md>0, Rd< —4, 
weal” We = } <1, +t /-1}, md= — 4; 
6 {eh (= 4"), +( 人 


im d= -3， 
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_ [> 如 a<0; 
“lxey, ay d>0, 
这 里 , 4 4>0 时 , 为 广义 Pell 方程 
st -dy = +4 (a, yEZ) 
的 基本 解 6= TEYIN, dit est i N (e) = +l, e 称 为 及 的 
基本 单位 ;而 称 Pell 方程 
e—dy=4 (#, YEZ) 
FA) AK HE e, 为 长 的 全 正 基 单位 , 并 且 有 
-1 > mN(e) =l; 
” (e, 如 NGe)= -td 
同时 e, o(e,) = 27! 均 大 于 0( 此 即 ec, 为 全 正 的 原因 , 而 oce) = 
+e 不 一 定 大 于 0) 。 
以 上 内 容 及 下 列 各 小 节 的 许多 内 容 , 请 参考 华罗庚 著 《 数 论 导 
引 > 第 十 六 章 ， 以 及 冯 克 勤 著 < 代数 数论 入 门 ， (上海 科学 技术 出 版 
社 出 版 ) 有 关 章 节 。 


2.2 二 次 域 与 二 次 型 的 对 应 关系 


ZKR K-V 9) 的 理想 类 与 以 4 为 判别 式 的 二 元 二 次 原 
型 的 广义 相似 类 之 间 有 如 下 的 对 应 关系 ， 
命 UAK 的 一 个 (分 式 ) 理想 ,91， a 为 2 的 一 组 Z- 基 , 即 


有 六 =alZ azZ (HAM), 
注意 对 的 一 组 2- 基 {a1，02}， BA 
(40 (a) — 0 (a1 )æ:)? = N (U Y'a, 
故 可 设 


G40 (Oy) — F(a )a,=N(U)Sd, (2.110) 
对 应 于 上 述 的 U, 作 二 次 型 
fæ, y)= RY - Saria ge ee) 


= ax’ + bay + cy’, 
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_ Ne) b= NG +a) 一 -N (a) 一 N Ca) ， 
N (2) ’ N (20 
N (a) 
NW ' 
由 Gy, Ag, Hy +a E 2i ER 4, a, b, C 为 有 理 整 数 ， Ma Fs, y) 
= ((4, b, 2)) 的 判别 式 为 


2 (a0 (a) ~ O(a, Jaz)? _ 
b fac = >- > NIN? La ás . 


c= 


这 样 了 (zc, y) 是 一 个 判别 式 为 4 能 有 理 整 系数 二 元 二 次 型 ， 又 
d<OmM, K=Q(/ 0) EER, woa>, AT Se, WIE, 
REHM SO, 了 称 为 属于 U 的 二 次 型 (由 于 d 为 基本 判别 式 ， 
所 以 f(z, 9) 一 定 是 原型 )。 

易 见 ,如 取 ao 为 2 的 所 有 满足 (2.110) 的 也 - 基 ， 即 可 得 
到 所 有 与 了 相似 的 二 次 型 。 

反之 ， 对 于 任 一 个 以 4 为 判别 式 的 有 理 整 系数 的 正定 的 或 不 
定 的 二 元 二 次 型 f(z, y) = (2, b, ©) (因为 4 是 基本 判别 式 ，f 
显然 是 原型 ), 一 定 有 K 的 一 个 (分 式 ) BU 及 其 一 组 2-H, 使 
了 属于 ZARA 

-b+ y d J, 


en a, - E 
dab | 9 


a, bot 是 名 的 一 组 2Z- 基 。 当 @>0 时 , WRA =M, 及 其 一 
ame 而 a<0 时 ， 由 于 只 考虑 正定 型 故 必 有 d>0, 可 取 妇 = 
Vail, RR-ABBa/d, TJT. 则 容易 验证 局 于 


U 的 二 次 型 即 为 f(x, y. 
定义 2.1 如 对 二 个 (分 式 ), 理想 为， 存在 一 个 ye 长 , 使 
B= [Ir]2, H N (r) >0. 
WU BR u 与 R Akai, AUR. 
ESL EL A fs — PS SR, HAER M — aR 
E, 我 们 把 原先 的 相似 也 称 为 广义 相似 。 对 虚 域 而 言 , 广义 相似 即 
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AE FAD 

引 理 2.1 相似 的 二 次 型 属于 狭义 相似 的 理想 , RER, 

证 明 见 华罗庚 著 < 数 论 导 引 >p.492. 

引 理 2.2 广义 相似 的 二 次 型 属于 相似 的 理想 , RMA, 

证 明 eM, a GA, Po 分别 为 AR) BHU RH o- 
基 , Ady yy (2.110), + 

Bi (Bye + Boy) , 


Fe, WD = NG sew), g(x, y) = ace 


KR fog, MPI MAU. mf So 为 狭义 相似 的 ， 则 由 引 
理 2.1 (注意 对 二 次 型 而 言 狭义 相似 与 相似 是 一 回 事 , 而 对 二 次 域 
的 分 式 理想 而 言 广 义 相 似 与 相似 是 一 回 事 ) 即 知 ，2( 与 用 狭义 相 
似 , RE U 与 加 也 相似 。 如 了 与 9 不 是 狭义 相似 的 ， 则 由 定义 可 
知 必 有 4> 0 且 RLM - 9"! C4 g= (@, b,0)) 有 时, -gy-! 
=((~@, b, -¢))), AMA : 
N (aya + Ory) 、 _ N (Bye — Boy) 
NCB) | 


~ NGO 

这 样 由 定义 可 知 , 存在 有 理 整 数 7，s, t, u 使 Yu- st=1,， 及 

N ( (10, + fag) & + (sa; + uate) oy) _ NBs- i — Boy) 

ND NR 

(2.111) 
由 于 2, OEY. y BN (Bye -Bs)=0 的 两 个 根 又 
SQ, + U 

- “ray Flas 也 是 这 个 方程 的 根 , BOB 


So tua: -有 或 - a (Ba) 
Toy + tat a(By) “8 


这 样 ,存在 和 EK, 使 


T + ta = MB, Say + Uke = 一 ABo; 


或 TA, +t%,=O(B,), Sa, + Ua, = — Mo (B2). (2. 112) 
RAG), BA 
NA =Ma) = -JCI <0, (2.113) 


NB) 
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我 们 来 证 明 , RARE (2.112) Rae. MBAR, WA 
ru — st) (mo (az) — 20 (a1) ) = hoch) (Bio (B2) — B20(B1)), 
从 而 由 (2.110), RA 
N(2)vV 9 =N(N(R) / a, 
Bp 
NED > 


NO) = ey > 


4G (2.113) FB, 

ORE ru- st= 1 (2.112) BI AB, ABs BE U 的 一 组 2Z~ 

基 , tHE 141 BAI 4 2-H, 所 以 有 
2{ = [A] R, 
即 得 UB. 

RZ, HUB HLL, 如 到 5 B 为 狭义 相似 的 , 则 由 引 
理 2.1 即 知 j 与 9 为 狭义 相似 ， 当 然 也 广义 相似 。 若 旭 与 好 不 
是 狭义 相似 的 , 则 K 为 实 域 , 即 4>0， 且 有 

U= [A]R, AEK, N(A) <9, (2.114). 
命 wy oa By, Bo ASH UB 的 名 - 基 , 并 均 满 足 (2.110), 风 
Oy, Qz AB, — AR: KH U 的 Q- 基 ， 所 以 存在 有 理 整 数 7，s, t, 
u 使 
Tu-st= +1, AB, = Yat+tos， 一 Xp8 = so tux, (2.115) 
于 是 
N (A) (B19 (B2) — B20 (B1) ) = — (ru — st) (ao (az) — a20 (01)). 
(2.116) 
CPE Hy (2.110), (2.114), (2.115) 与 (2.116), 即 知 有 


ru-st=1, N (4) = 一 NR 。 
由 (2.115) 与 (2.117) 知 (2.111) 成 立 , 再 结合 (2.117)， 即 得 
了 < -9 
于 是 了 与 9 广义 相似 。 引 理 证 毕 。 
令 匡 () 为 狭义 相似 下 的 理想 类 的 类 数 。h(4) 为 理想 类 的 类 
数 , 则 由 上 述 引 理 2.1 可 知 , 互 ( 殷 是 判别 式 为 @& 的 工 元 二 次 原型 


(2.117) 
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类 群 的 阶 .而 由 引 理 2.2 MAD RAMAN d ZZREN 
义 相似 类 群 的 阶 。 

附注 ”由 以 上 的 说 明 ， 可 知 二 元 二 次 型 广义 相似 类 与 理想 类 
之 间 的 对 应 关系 是 | 


ie, =b, -omea[[o, MYT} 


这 里 左边 是 二 元 二 次 型 的 广义 相似 类 , 右边 是 理想 类 , 并 可 取 有 理 
整数 4, b, c 满足 
l6|<@<lel, 6?+4ec=d, 

且 a 是 属于 右边 理想 类 的 最 小 正 整数 (用 型 的 语言 来 叙述 , 则 是 左 
边 (广义 ) 类 所 能 表 出 的 最 小 正 整 数 ), o 与 4 同 号 , 即 cd > 0。 

由 于 二 元 二 次 型 与 理想 之 间 的 这 种 对 应 关系 ， 我 们 在 研究 二 
次 域 的 有 关 问 题 时 , 可 以 使 用 两 种 不 同 的 语言 ,有 时 用 型 ， 有 时 用 
理想 , 就 看 哪 一 个 便利 了 


2.3 二 次 域 的 类 数 公 式 
由 上 一 小 节 的 引 理 2.1 与 引 理 2.2， 我 们 有 下 面 的 定理 。 
定理 2.2 设 4 为 基本 判别 式 ,及 (4), 瑟 (4) 定义 见 8$2.2, 则 有 
[aa im d<0;md>0, fi N(e) = 一 J 
1) Ad) = 
C) Ad) =) H(d) ty d>0, ti Nce) = +1, 


HPH d>Om, ARO 4) 的 基本 单位 , 以 下 相同 ， 
(2) 当 d<0 时 ， 
b? — 4dac =d, 


-<tso<o | ， 
wWO<b<e=c 

(3) 4d>0 ff, 

MO= ee 2, ap Dee 


loge 1<b<VJVd vd- Va—b- < Vat Vad-b 
b=d(mod 2) 3 


h(d) = fea, b, c) EZ? 
t 


— — 


,| 
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~v d LC, Xa) tn d>0, 


2 log € 
(4) Ad) = ALA. x) 
WN = » Xa ,imd< 0, 


其 中 X= (2) 2 Kronecker 符号 , w QC VE) 的 单位 根 群 的 
Bt, 妈 


(“> 如 d< -$ 
w= 12 如 d= — 4; 
6, 如 d= -3， 
以 及 
LQ, xa) = $20 
d 
6) A@)=— a E, (S), 如 d<0 
22-( 2) ecg 
h(d)= — oF =, © Viog sin $$, ty d >0, 
我 们 百出 这 里 log 是 自然 对 数 : 


证 明 (1) 一 (4) 由 本 章 SL 的 二 元 二 次 型 广义 相似 类 数 的 公式 
可 得 。(5) 见 华罗庚 著 * 数 论 导 引 ?p.496 的 定理 16.13.3.. 


2.4 二 次 域 的 genus 理论 


本 节 只 考虑 狭义 理想 类 群 名 oao) 。 由 二 次 型 与 理想 的 对 应 关 

系 , 我 们 有 
A (dh) = (da) /CE old)’, 
这 里 | 
A A) = {UE Ed) | 2? = [[1]]}, 
Cd)’ = (UEPo(d)|IBRESo(d), fF 2 = RK}, 

FOP CL] ] = LOx] (dH Ambiguous 类 群 ,Ge(d) /Ea (d)? 
称 为 族群 , 它们 是 同 构 的 , 它们 的 共同 阶 
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gD = |2 (d) | = |€0(d)/Po(d)* | = 23, 
这 里 入 是 4 所 含 的 素 因 子 的 个 数 . 
Yo(d)/Bo(d)* 的 每 一 个 元 素 称 为 一 个 族 ! 单位 理想 所 在 的 
类 , BICE] = [Ox] 称 为 主 关 ; 主 类 所 在 的 族 , 称 为 主 族 , 主 族 中 的 
类 均 为 平方 类 每 族 所 含 的 类 数 相 同 。 由 定义 有 
H(d) = 9@)-|@o(4)’), (2.118) 
所 以 有 
22-1| H (®), (2.119) 
和 是 4 所 售 素 因子 的 个 数 。 
A A) 36 o(G)/C od)? 作为 Abel 群 ， 它 们 的 特征 群 同 构 ， 
并 同 构 于 自身 。 每 一 个 这 样 的 特征 ， 我 们 称 为 Yo(d) 的 一 个 
genus 特征 。 由 二 元 二 次 型 的 genug 特征 理论 可 知 ， 每 一 个 这 样 
的 特征 x 都 相应 于 4 的 一 个 如 下 的 分 解 
d= didz, 
其 中 dy, d 仍 为 基本 判别 式 或 二 且 对 每 一 个 理想 2, 


ON d 
x(t) = (x (a) /RN cay)» 
这 里 (外 ) 是 Kronecker 4f, a € U, 使 9.o.d. (N (a) /N (2), d) 


显然 , 对 于 属于 同一 个 族 的 理想 由 与 男 ， 有 X(20) = x(B). 

反之 ， 相 应 于 4 的 上 述 分 解 而 定义 的 X% 也 是 Cod) 的 一 个 
genus 特征 。 , 

特别 取 d 为 除 尽 d 的 素 判 别 式 (所 谓 素 判 别 式 是 仅 含 一 个 素 
因子 的 基本 判别 式 ) 时 , 我 们 得 到 Cod 的 入 个 genus 特征 ， 其 中 
的 任意 入 - 工 个 都 是 独立 的 ， 并 生成 Go(d) 的 所 有 2- 个 genus 
特征 。 一 般 我 们 称 这 4 个 genus 特征 在 每 个 族 的 取 值 (D 所 组 
成 的 》 数组 为 该 族 的 特征 系 。 两 个 族 相同 的 充 要 条 件 是 它们 的 特 
征 系 相同 。 特 别 , 主 族 的 特征 系 是 人 D, 

4 个 
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2.5 二 次 域 的 Gauss 类 数 铺 想 


把 §1. 8 中 关于 二 元 二 次 型 的 Gauss 猜想 翻译 为 二 次 域 的 语 
言 , 则 是 ， 

Gauss 猜想 1, 只 存在 九 个 类 数 A) =1 的 虚 二 次 域 , 即 

d= -3, -4, -7, -8, -11, -19, —48, -67, -163 
的 二 次 域 @(v d). 

Gauss 狂想 1， A(d)—> +œ, di>- o, 

Gauss 猜想 责 ， 存在 无 穷 多 个 类 数 h(d) =1 的 实 二 次 域 
Q(/a), 

由 $1.9 的 结果 , 我 们 有 下 面 的 引 理 。 

引 理 2.3 h(Q) 为 奇数 的 二 次 域 是 且 仅 是 其 判别 式 

i d= -4, +8, -9, P, 49, 89, 914%, O 
HZR d), E p=1(mod 4), p 是 素数 ，91, 92, 9 三 3 
(mod 4), 也 都 是 素数 , A o= 

Pw Ad) = 上 的 二 次 域 RCV d) 只 能 在 上 上述 类 型 的 域 中 找 
到 。 

由 解析 类 数 公式 可 以 看 到 ，Z(T，xe) 与 基本 单位 8 起 着 非常 
重要 的 基本 作用 。 所 以 和 需 进 一 步 研究 上 (LL, Ose, 后 者 我 们 已 
在 第 一 章 中 做 过 一 些 了 ， 由 此 得 出 实 二 次 域 的 许多 结论 ,而 
L(L, xs) 正 是 Dirichlet 级 数 

L(s, xa) =e, Res >1 


在 s=1 处 的 值 , 这 将 在 第 三 章 中 讨论 。 


本 章 评 注 


1， 本 章 的 许多 内 容 是 经 典 的 ， 可 参考 参考 文献 [6] 、[16]、 
[18], [19] #1 [35]. 
2. 二 元 二 次 型 的 广义 相似 似乎 是 本 书 首次 引入 的 。 这 样 , 处 
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理 起 二 次 域 与 二 次 型 的 对 应 关系 , 可 以 方便 些 。 

3. 定理 1.3 采 自 参考 文献 [52]， 引 理 1.27 与 引 理 1.28 采 
自 参考 文献 [60]. 

4. 定理 1.4 给 出 二 元 二 次 型 合成 的 一 个 较为 简便 的 算法 。 

5. 定理 1.8 以 及 引 理 1.29、1.30 与 1.31 为 本 书 首次 发 表 
H. 

6. 本 章 给 出 了 二 元 二 次 型 与 二 次 域 经 典 理论 一 个 相当 系统 
的 阐述 ， 特别 对 genus 特征 给 出 了 较为 明确 的 六 述 对 以 后 的 研 
究 ， 自 然 是 有 帮助 的 。 


G38 
Dedekind C€ -图 数 与 极限 公式 


本 章 的 内 容 是 讨论 二 次 域 的 Dedekind C- 函数 以 及 相关 的 荆 
函数 , 并 求 出 它们 在 s = 工 处 的 极限 公式 ， 特 别 关 于 虚 二 次 域 方面 
的 结果 是 经 典 的 。 实 二 次 域 方 面 的 结果 需要 对 所 谓 的 Dedekind 
1- 通 数 的 变换 公式 作 一些 研 究 。 本 章 的 内 容 关 以 后 几 章 作 了 很 好 
的 准备 。 


81 二 次 域 的 Dedekind 上 -函数 
1.1 Dedekind 2- 函数 


设 下 =Q(Cwd) 是 一 个 判别 式 为 4 的 二 次 域 ,， (4) 为 

B OX HEKE, CoA) A K 的 狭义 理想 类 群 。 对 每 一 个 
AECL), & 

Ex(s|A) = È NG NG” , Res >l, (3.1) 


FE pU pa et A 中 的 所 有 非 夫 整 理想 cx(s| 和 4) 称 为 理想 类 4 的 
-函数 。 它 有 以 下 性 质 ; 
(1) Ex(s|4) 可 以 开拓 为 :的 一 个 半 纯 函数 , 它 仅 在 s = 工 处 
有 一 个 孤立 奇 点 , 且 为 单 极点 , 其 残 数 为 
2 log £ 


D 8 如 a>0; 
d 
PK 二 vi ima<0, (3.2) 
wy ld|” 


Slip e 是 基本 单位 ,ao 是 单位 根 群 的 阶 , 注意 pk SARSI 
《2) Erl DB FW RHTE: 
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‘Tal NS QAN2(L-Y) ; 
F(s A EE N a rf z) ris\E_(s| A) 
\ Ox \ 2 


= F,(1-8| A), (5.3) 
XE TOJE TPG, I 
r -| 0, a>0; 
1, 如 4a<0, 
命 
Ex(s) = Per(s14) -PRA Res>1, (8.4) 
这 里 4 跑 过 多 (@) BE AAAS, 2 跑 过 至 的 所 有 非 零 整 理 
W. On (S) PW Ke RK = Q(./ d) fh Dedekind 56- 函数 ， 它 有 
下 列 性 质 。 

(D Ex(s) 是 s 的 一 个 半 纯 函数 ， 它 仅 在 s = 工 处 有 一 个 孤立 
奇 点 , BRM, RRR Ago, AP hr A K= 49) 的 类 
数 , 即 hx =E |, pg 定义 如 (3.2); 

(2) cx(Cs) 满 足 函 数 方程 : 


Py(syaet(QELY rg)" rer = Fe) 


(3.5) 
其 中 7=0 或 1 视 4>0 或 4<0 而 定 ， | 
(3) 我 们 有 Euler RR: 
tr) -I TN = Res >1, (3.6) 
3B at K 的 所 有 ( 真 ) 素 理想 ; 
(4) g(s) =6(8)L(s, Xa), (3.7) 


其 中 6(s) 为 通常 的 Riemann ¢-pg%, Ls, xa) f Dirichlet 
工 -函数 


LCs, x) =>) a), Res >o, (3-8) 
而 Xa (+) = (<) 是 Kronecker 符号 。 
ER, IS DH HERE 为 可 以 定义 Zee REK 
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工 -函数 ) 
LGs, X) =ExXCONN (A), Res >1, (3.9) 
这 里 必 跑 过 长 的 所 有 非 零 整理 想 。 
考虑 到 Lx (s| A) A EDR EEA, 我 们 可 得 在 s = 工 附近 的 Laure- 
nt 展开 式 
Ex(s|A) =F, + EA) tE (AsL) ++ (3.10) 
这 里 Elt), EA), ~ … 等 等 是 仅 与 4 BIN AK, 
于 是 由 (3.1)、 (3.9)，(3.10) 即 有 
L(s, x)= aki (AER (8 1A) 
= D+ D DEAM 


3 一 二 AE P(a) 
+0(]s-1]). (8.14) 
RO, ») 也 具有 相应 的 解析 开拓 和 函数 方程 ， 并 且 当 Xx 不 是 
主 特征 时 ,上 (s，X) 是 整 函数 , 并 有 
L(1, x) = 2, Aer(A), X= xo. (3.12) 
x = Xo Et Lis, x) =Ex(S), 
公式 
limn( Ex (8 | A) - PR) =£0(A) 
称 为 Kronecker 极限 公式 , 这 是 因为 Kronecker 首先 对 虚 二 次 域 
K 算出 了 5(4) 的 具体 值 。 
一 般 说 来 , 算出 种 种 6- 函数 或 7 函数 在 某 个 特定 点 (一 般 是 
奇 点 ) 处 的 Taylor 展开 式 或 Laurent 展开 式 的 常数 项 即 称 为 


Kronecker 极限 公式 , 其 推论 将 带 来 许多 数论 上 的 结论 。 
本 小 节 内 容 , 可 参考 E. Hecke!" fy +3, 


1.2 Dedekind 人 函数 及 其 变换 公式 


命 瑟 为 上 半 平 面 , 即 
H = (zcEClIImz>0)。 
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定义 Dedekind 1- 函数 如 下 ， 
L œ 
ne) =q- g"), g=6°7, 2EH, (3.13) 


因为 对 所 有 zeE 瓦 , Ane) +0, 所 以 可 以 取 对 数 ， 当 然 要 取 定 一 
校 。 可 以 定义 


log n(2) = FA -Ï I) eim, ge H, (3.14) 
这 里 
o(n) = >> m (3.15) 
<min 
En OO AIERT HA, ET UL 我 们 取 
log(1-e=#)= -$ 1 ezine, 2c H, (3.16) 
也 即 约定 
arge = 90, ~E< P<, (3.17) 
我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 1.1(Rademacher 人 "1) 在 模 变 换 
_ az+b [ab 
ar» M <2) 一 “ez+d 9 M= ( cd ) € S1,(Z) 
下 , logn (2) 的 变换 公式 是 
log n(M (2)) =log 4(2) + -T D(M) 
+ 5 (signe) #log Signe) corr) , (8.18) 


这 里 sign c fic 的 符号 , 即 signe =0, 1, -1% c=0, c>0, c< 
0 而 定 ， 


b, hy c = 0; 
POM) =4 | 
AXE _12(signe)s(d, lel), ay e=0, 
(3.19) 
其 中 用 到 所 谓 的 Dedekind 和 


sa B= 3 (GMP) 


$1] 二 次 域 的 卫 edekind €- 2% 15? 


h, kez, k>æl, g.c.d.(h, H =1, (3.20) 
这 里 用 了 符号 
{0} - 可， 如 不 是 一 个 整数 
(kz)) = 
0, On & 是 一 个 整数 ， 
而 好 /是 Z 的 小 数 部 分 。 
我 们 有 
PD- M)=8(M), VM ESL,(Z); (3.21) 
BPM-1) =-—@(M), VM ESL,(Z); (3.22) 
(M) = (M) +D( NM,) -3 sign (Colcy)， (3.23) 
这 里 ai- 人? i) Mmf” i) u-(° 7) Mall 
Cy d Co də c d 
xy € SLC 
容易 证 明 
s(h, hb) = sth, k), ti h =h (modh); (3.24) 
s (h, k)=s(h’, k), 如 hh’ =1(modk), (3.25) 
还 有 互 反 律 : 
12 、 h k 1 
s(h, k) +12s(k, h) = 一 3+ tt nt oR? 
th, k>0, H g.c.d.(h, =L, (3.26) 


设 大 的 简单 连 分 数 展开 式 为 


h 
EO Lao, Qis oreg arl, 


则 有 ， 
—1+(-1 1 


8 (h, k) = S~ +g (CO, By, eeg Zr] 
+(-—1)°*![0, Dp, Briiyg s Ba, 0 ] 
+, -G+ + (1ta), (3.27) 
上 述 的 定理 工 工 以 及 (3.21) 一 (3.26) 的 证 明 可 见 所 引 的 
Rademacher 43, (3.27) 可 由 (3.26) 经 归纳 证 明 ， 详细 见 


D.J.Hickerson 87), 
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对 一 个 实 二 次 无 理 数 a, 设 它 的 简单 连 分 数 展 开 式 为 : 
a= [ 4, “Py 0,, Big “**y a, ls 


这 里 G, wey aw 是 基本 周期 ， 我 们 称 


W (a) = a —1)’*a,, H k s (3.28) 
0， 如 & 奇 
为 a fy Hirzebruch $e, 
由 定义 , 易 见 
Wa) = (det M)P (B), 如 4= MiB), MHA 
整 系数 的 二 阶 方 阵 , A detM = +1, (3.29) 


本 小 节 的 主要 目的 是 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 1.2 设 M=( g ESRO NA 
C 


CQ) 如 e= 0， 即 1 为 一 个 抛物 元 , 则 @(20) = 2, 
(2) 如 es0, 但 有 4+4= 土 2,， 此 时 以 仍 为 一 个 抛物 元 , 则 
DM)= (8~g.c.d.(b, c))sign(c(a+d)); 
(3) 如 cs0, 而 Ca+d=0 或 士 t Hay My Bsc, 则 
p( M) = (a+d)signe; 
(4) 如 cs<0, Tile+d] >2, 此 时 并 为 一 个 双 曲 元 , 则 


DAN = (3+ mv( dt VOTO ))sign (o(a+d)), 


这 儿 正 整数 mo 如 下 定义 , 令 
u= ec+dl v=g.c.d.(a—d, b, c), D=v-*(w_-4), 
则 DD 是 一 个 正 整数 , 且 不 是 一 个 完全 平方 , 那么 m 由 下 式 定义 ， 
utoy D =( Ug + vo D ) 
六 一 = 一 一 2 全 一 


其 中 wot rev D 是 Poll 方程 


æ- Dy’ =4 
KEFE. 
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证 明 N 
(1) c=0 py, hEm 1.1 R, 
(2) c0, 而 Z+Cd= 十 2 时 ， 由 (3.21) 知 盏 (- 到) =o), 
可 设 e>0, a+d= +2, 即 应 证 明 
O@(M) = (8-g.c.d.(b, c))sign(a+d), 如 5>0 
He+td= +42, (3.30) 
frr=g.c.d.(b, c), 则 由 
Ll=ad—be=a(+2~-a)~—be, (aFl)?= ~ be, 
可 得 
c=cir, b= ~ bir, bi, cL EZ, g.c.d.(b,, cu = 工 。 
适当 地 选取 b, ci 的 符号 , BNA 
@=bert1, d= —beyr+1, 
Wasd EZ, 使 
aje;+6,d,=1, 
则 有 
we 人 sea — br 
cd clr -berl j 


_ +@,+bir 士 D (ey — bı 
Fd, +c 7 +¢,/\d, | 


-dd ci/\” +1/\-d, cl jJ f 
由 (3.22)、(3.23) 和 (3.31) 可 得 


b(M) (0 W9) 52 i 9) 


-o7 Ga r) ) (3.82) 
LARA 
s(1. 7) = GoD 。 (3.83) 


H (3.32) 与 (3.33) 即 有 
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(M) =+(3-r), 
(3) He+d=OM +1, PÆ c0, Xi} 
2 = ands (Signe) atd 4 cH 
是 发 的 一 个 不 动 点 。 易 见 
wen)" meee 0; 
2 + (signe), 3 i, yya+d=1; 
c2 + d = 
1. (signo) y vo i, mat+d= -1, 


HERRERA LDA 
p(M)= -1 Im log (C29 + 2 signe 


_ -Larg + Signe 


ox 
得 到 所 需 。 
(4) 最后, mM 为 一 个 双 曲 元 , 即 c 二 0 SFA e+] >2 时 。 
H PC-M)=9(M), Wk c>O(MEW-MZS, mR 
WA, Sign(¢(a@+d)) ERE, 还 应 证 明 
y(_d-a+/(a+d)?-4 CDER y (2-94 a — deer d= 4 


= (a4+d)sign c, 


2je} 
这 一 点 在 最 后 证 明 )。 
令 
|a +d] =u, g.c.d.(a—d, b, c) =v, a~d= vB, 
b= - v0, c=vA, (3.34) 
mju, v A, B, CEZ, HA 
u>2, v>0, A>0, g.c.d.(A, B, C)=1, (3.35) 
再 设 


D=8'-440,  . (3.36) 
H (8.34) 与 (3.36) 有 | 
v” D = vB? -4Av0v= (a - d)? + 4be = (a FA) —4, 
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BE 


D=4, (3.37) 
由 此 即 知 D er HDRREAEA. RHS.3)F 
a= FUE, d= EMS OB | (3.88) 
FAA 
tu + vB —COv 
ab 2 3 
-\ i} | sao} om) 
了 
容易 证 明 Dedekind 和 有 性 质 


s(-h, k) = — s(h, k), 
出 此 , (38.39) pm l.i. 即 有 


DM) = + (12s( LE, Av) 


(9, Av)), (8.40) 


最 后 一 步 还 用 了 (8.25)。 
由 二 元 三 次 型 的 约 化 理论 (第 二 章 SL. DTA, FET, Ti $, 


teZ, 使 有 : 
rr,—st=1, (3.41) 


64 = Ar? + Brit+Cer, (3.42) 
6B =2Ar,s + B(ryr + st) + 20tr, (3.43) 
60 = As? + Bsr + Or’, (3.44) 
其 中 4, B, Čez, HA 
|B) <i<-O, ô= +1. (3.45) 


D= B_446, g.c.d.(4, B, G) =1, (3.46) 


aa (cesta) 


_(w res br+ds\/r, —s 3.47 
| C7) em 


@t ter: bi+dr, 
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m A e ShL(Z). 再 命 
i=|G@+d|, d=g.c.d.(@-d, b, @), 
则 有 
i= |@+d| = \a+d| =u, 
由 (3.47) 有 


G=arr,—bri+csr,—adst, 
b= —ars+br2-cs?+dsr, 
é = air, — bt + er? — drit, 
d = —ats + bir = cris +drir, 
Hy (8.34) 及 (3.50) 一 (3.58) 有 
ã— d= (a —d) (rır +8t) -20ri+2crs 
= 0B(ryr + st) + 200rt + 2Avris = vdB, 
最 后 一 步 用 了 (3.43),， 即 有 
ã-— d =v6B, 
同样 可 得 
b = —v60, 5=064. 
于 是 由 (3.46)、(3.54) 和 (3.55) 有 
| S=g.¢.d.(@—d, $, 2) =g.c.d.(4, BG) =», 
apa 


(3.49) — (8.56) 推出 


g- 5) { 2 -0v 
“le à) \ To +uð- vb ° 


[第 3 si 
(3.48) 
(3.49) 
(3-50) 
(3.5L) 


(3.52) 
(3.53), 


(3.54) 


(3.56) 


(3.57) 


4 O=1 时 ， 有 5>0( 注 意 (3.55))， 故 由 (8.47) (8.23) 有 


®(M)=@(M), mo=1, 
X ô= -1 f}, Fy (3.55), ô = Õv<0, 故 由 


EEE SE 


即 得 


(3.58) 
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20N -0(( 3) 如 6= -1, (8.59) 
-ô ã 
4 
_ |Bl+ VD 
Q = -一 二 之 一 . (3.60) 
HM LAD oA AR EAA RMF AT Tk 
一 [co。， Mig "ty On|; (3.61) 
其 中 C1 ***, Le BT ac sitet, BA 
Gy = 209 RW 209 — 1 (3.62) 
o 的 第 /个 完全 商 
lan ap = 2? >0)， (8.63) 
HEP, Q; EZ) 
Q = A, P= | 万 |， P,=2a,4 - | B]; (3.64) 
Q= (-1)? (AP?_, 一 |B] p-ga + Ogii ), US); 
(3.65) 
P,= (-1)'-!(24 91.1 9.-2- |B| (Pi-1gi-2 + Pr-2%1-1) 
+20q1-1%-2), (2), (3.66) 
其 中 BY 是 @ 的 第 1 个 浙 近 分 数 , 并 有 
Piqi1-1— Pr-191 = C- -1 C>); (3.67) 
P?+4Q,Q,-1=D, Cl); (3.68) | 
了 ;1+ 卫 ,= 24,Q, (t>0); (8.69) 
Q:>1(1>0), Pi>1(>1) (3.70) 
u= [E2 0, (3.71) 
Q,=Q,= A, P P,=2(a,-—a))A + [Bl (3.72) 
= 
p= 3 |B) g= v4, (3.73) 


H (3.57), BNA g.c.d.(p, 9) =1, i (8.46), (8.87). (3.73) 
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P3.45), 
由 有 
åp- |B) pq+ Og? = Ze vD —, 


(meg 


因此 由 第 一 章 的 引 理 1.7 ， 即 知 $ 是 @ 的 一 个 渐 近 分 数 ， 即 存在 


E% lS, 使 
P= Pi-is Z= fii. 
所 以 由 (3.65) 有 
Q:= 4, 日 ? $, /二 2，, 
所 以 (3.73) 即 为 


Di-1 = + ——s i. 1=04, 
Hy (3.67) 及 
_ ~ 2 P 
pr eB Gi1-1Cv = “Pe = 1, 
BN 


D1- = -Ôv -Ap ls Qi-1= wool BL 一 和 9z_1 
XH AEZ, Hh (8.75), (8.76) 及 (3. 0G ?4) 有 
Pi,=2%A+ | BI, 
a,=[ Pe ]= a] pled ] 
CD | 


Pi.) = 24,9, - P, = =2(i4+ a) 4 -— (24.4 + | Bl) 


= 2a, A — |B] = Pi, 
D — P? D- P? 
Chel = =—40; = = ig = Qi, 


这 就 证 明了 kil, ELK a: = Gy, BD 
kll, N=a,—ay, 
Sl=mk, m 为 一 个 正 整 数 , 则 有 


(3.74) 


(3.75) 


(3.76) 


(8.77) 
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_DPi-1 
dr-l 
一 Leo, Qis "tts Bey UH, tity Dis e. Diy t's Ans yy tyu- |, 
km-ig 
易 见 有 
[0, Gi, +++, @_4] = Pi _ ap, CO, Gris, Biz, oo, GH] 
| 
— _Vt-2 5 (3.78) 
Ji-1 
由 (3.27) 和 (3.78) 得 
一 工 —~1)i-1 1 
8(Pi-15 qa) = ath ) +- (CO, Aig oe qz-1] 


十 (-—1)7(9, Git, ro, “eo, By | 十 2 一 人 2 
十 ave ( 一 Lya.) 


1 1 ( Pi-1 Qi? 
12 Qi-1 ° i-i 


4 
-1 
+ SK —1)7*1a,) 
L L Pi-1 + qs ) 
4 ga T” 


a, Y | 
tag (DD™, (3.79) 
Mh (8.75), (3.76) 与 (3.77) 有 
A — Pit G-2 Ao Pri + qs _ 
Av drz-1i t dz-1 + Gu — Oy 
这 样 , ye 1.1, (8.25) 和 (3.79) 有 
/ wee Cy 5 
~ O u ut+v| B|) q7 
dja asm ji eL, ay 


= -a — 12s CPi-15 91-1) 
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= Pi-1t G12 + ar~ mo +3 Piit G2 _ ao ) 
dr-1 Ti-1 


r BHD’ -Dera SCD" 
=3+ (m+ 3}(-1 a) E (-1)* 
8 an k Fy; 
“Iss mS -1a mk, 
以 上 用 到 ; A k, M IB = mk 知 m 为 偶数 , 从 而 
3 (-1)*=0, 


这 样 , 我 们 得 到 
u+ Bu ~ 
a e [Bl + /万 
全 一 十 
de UF Bo 3+my( Iw). 
(3.805 
由 


uF Bo ~ 
一 一 Cu 
了 _ut Bo p 
° gJ 
及 
u+ Bo 
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us Bo, 
cp 
_@v UF Be 
ut Be Gy 
=6+ da uam) 
2 


=6- (p -12s( +1212., 和) 


28 [B] +v D 

=3 my (1a ). (3.81) 
于 是 由 (3.57) 一 (3.59)，(3 80) 一 (3.81) 有 
(M) = (3 + Om w (12) SY ))sien +d), the >0, 


这 里 还 用 了 与 得 到 (3.40) 相 同 的 推理 。 


由 第 一 章 知道 , 相应 于 Bl 的 简单 连 分 数 展 开 式 


(3.61), Blvd 的 简单 连 分 数 展开 式 为 : 


IBl+./D 
24 
ix Dig-19 CU 25 **%y Bay By Ay 为 基本 周期 。 
对 上 为 奇 或 偶 两 种 情形 ,分 别 讨论 后 , 可 知 有 
LBD -w( llt vD 
O S a ak CT A) 


= [ær — 2p, Guk_10Cx -2， 2 i, By, Js 


= v( 22 ote y? PY, 


从 而 由 (3 82) 得 出 四 
(M) =( 8+ omu(22+ VP )\sten(a+d), ty c>0, 


(3.83) 
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所 以 , 我 们 不 妨 设 
B+VD 
24 
其 中 Bi, t ay 为 基本 周期 。 
XE (3.41)— (8.44) 344 


-= Loo, Wl Gr], (3.84) 


B+ /也 
"24 +0% 68+ yD 
EEND an 24 


可 知 Hy 的 简单 连 分 数 展开 式 


BvD - Lo, G1, "ea Gn, Bi, +++, a], (3.85) 
OB + y2 
其 基本 周期 41,…, Gn ty G 5 一 一 OO 的 是 相同 的 ， 并 有 
a (3.86) 


这 样 ,由 (3.83) 一 (3.86) 即 得 
四 (11) = (3+ mu(2tvP ) sign (a + 四 


= ( 3+mw (tD 4)) gnc +d), 


ime >0, (3.87) 
最 后 还 用 到 (3.34) 一 (3.37) 。 


只 要 注意 到 -一 3+ VD 相对 于 -IPA Pty nig BED 


2A 
相对 于 ON 的 显然 只 差 一 个 个 数 ,因此 我 们 得 到 了 起 


明 可 设 c>0 时 所 需要 的 事实 ， 从 而 由 (3.87) 和 (3.21) 得 出 
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DM) =( gt my( Iit + 4 ))sign(e (a + q)). 
(3.88) 


a) TRR GUE BY my ESR 
Hy AIEC(8.77)), 因此 有 
P,=P,=214+ | Bi, 
再 由 Q= A, FA (3.65) 和 (3.66) 可 得 
(|B Pri — gn -1) gui = 0anod A), 
(|B 2x -2 一 CQu-2) Ve-t =0(mod 4), 
由 此 即 有 
| Bjgx_i, Cgqn-i =0(mod 4), 
Hi g.c.d.(4, B, C)=1, me 
| 9x-1 = O(mod 4), 
it A FE u, v, 使 
qn-1= AMY, Uy = 2 Dy-1 | Blo, 
则 有 
uj — Dri = 4p, ~4| Blo, pri + Be? — Dv? 


Kas — |B] Prix- + Cg?) 


其 中 还 用 到 (3.65). 这 各 AM, ATT 
- Dy = 一 4 x, YEZ (3.90). 

A i, 这 时 不 必 顾 及 m 是 什么 值 了 ， ARIA 

w+ dtv (asd)in4 *) = 0. 


反之 ， 如 (3.90) 有 和 解 ， 即 存 在 正 整 数 Un, Ves {gi u; -= D = ~4, 
今 


q= Fm, p= tll, 


则 pg 是 正 整 数 , BA 
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pe Blo + Öm, = wa Pe - -1 
从 而 得 型 9.c.d.( Q=1, UR 

一 | BI pq +g? = 一 4 
由 此 及 0< 了 < -5 ， 用 第 一 章 的 结果 , 即 知 全 是 LPL? 
的 一 个 浙 近 分 数 , 即 存在 正 整数 0>L 使 
P= Pits =,- (-1)"Q;,= -4 

HUG BD, 为 奇数 ， 且 Qi,= 4。 仿 照 上 面 的 方法 ， 可 得 到 kh, 


是 “为 奇数 。 这 就 给 出 了 列 于 证 明之 后 的 附注 。 
当 % 为 偶数 时 , 由 上 面 所 证 明 的 大 


Qai = Cr s+ | Ble Ble 
9 = o, p- = vtl Ple, ,J = mk, (8.91) 
并 且 ui, 1, u, 2 HERR, l-5 HBR, 
py (8.91) 4 7 
trypan = Pr-1— O'Fu-1, 
ut Do - Pi-1 — @'Qr_-1, (3.92) 
这 里 7 | 
o’ = Bie y? , 0181+ (8.93) 
由 第 一 章 的 结果 可 知 , Pu-i- ©/9,_1 是 Pell 方程 
- Dy =4, æ, yez (3.94) 


的 基本 解 。 放 由 (8.92) 知 AyD EEDE. 


utl = ( ! vV ] i ) 


(8.95) 
由 此 即 可 完成 我 们 对 定理 的 证 明 ， 


§ 1) — igi Dedekind ¢- 8% 167 
FETA 47 15 AK DE EB (3 95) , 


“mali, py (8.91) Hlak, 由 (8.92) 知 (8.95) 显然 成 
立 


假定 (3.95) 对 m 宇 1 已 成 立 , 即 已 有 
Port — ©’ Ynn-1 = (Px1 ~qr). (3.963 
由 (注意 6 了 为 偶数 ) 
A= ( —1, mr =(- D Qrem = Å Phra 一 |B] Prk-1F%ma-1 
+ Og ~(2@y—-6)4 +B) = (-1)"*"1p,,, 
= 24 Pansi Pink-2— | B| ( Pmu-1%me-2 + Pmr-2]mr-1) 
+ 20 me-19mb-20 
即 得 


Png-1 一 Sg Tew- — (Ax — ao )Yme-1 ~ Imr-2= 0, 


f 


1 + (Gn ~ 00) Pmr-1 + Pmy-2 = 9, 


Hi, 再 用 or- | Bla’ + O= 0( 注 意 (3.93))， 即 有 


(r ~ Q0 十 o’) (Pax-1 ~ O'Omy-1) + (Dmp-2 一 O' 9 mn2) 


aed 


C 
= > a Gmu-1 十 (ar 一 C0) Pmk-1 + Pma-2 


8 
+O! (Png ~ (Qn — %) Gmy-1 — A Tnt-1 ~ Unx-2) = 9, 


即 有 
《ax 一 y+ o’) (Pmr~i 7 O’Tar-1) + (Dmk-? 一 OGm_2) 一 0, 
(3.97) 
由 
[lns Q1, t, Guni] = Wy 一 00 a ok 
Qa-1 
aA 


Pimeljpa-t _ ie = 7 
J im+1)k-1 Qi-1 a 
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(4. — Gg + —Pr-1 )qmn 1 + Umr-2 
Ve-1 
于 是 有 
Pim+1)u-1 — O'G (msi) nl = xi Pmr- — OGmr-1) 


+ Yu-1 (Dmx — O Imu- + (Gx — Gq) (Pmr-1 — ©’ Fmn-1)) 
= ( py-1 ~ @' Gut) (Pmz-1 — O'Umn-1) 
+ Yui ( Dmu-2 — OGmx-2 + (On — Go +O") (Peng — ®'Omy-1)) 
= (Pr-1 — @'Fu_1) (Dmu-1 — 0 qm.1), (3 .98) 
最 后 一 步 用 了 (3.97)， 由 归纳 假设 (3.96) 和 (3.98) 即 有 
Dems) w= — @/F (met) not = (Pr-1 — @/Gy-1 44, 
即 (3.95) 在 吧 +I 时 也 成 立 。 完 成 了 归纳 法 证 明 ， 定 理 得 证 ， 
证 明 中 关于 为 奇 时 的 论断 , 给 出 了 下 面 的 附注 
附注 ”定义 中 的 简单 连 分 数 展开 式 周 期 的 长 度 《 为 奇数 的 
要 条 件 是 负 Pell 方程 
22 — Dy’ = - 4, T, yeZ 
A IF | 
Wit 设 有 有 为 两 个 正 整 数 ,g.c.d.(%, h=1, 再 设 正 整 数 
W ği hih =1(modk), mh+h’>2, W Dedekind 和 


heh’ 1 
Mop Ta MT As 


s(h, h) =s, b)=4, 5, a 
sane -4 ~-45 -全 一 工 ”+7ay， 如 T B, 
这 里 的 7 是 简单 连 分 数 展开 式 


~hi+/(h+h')?—4 -一 一 一 
h-h +s Sie ) -= [6,, Gy, “nts Gn, Bi, ry a,] 


的 基本 周期 dl，…，or 的 长 度 , MER EP, > 


ht o=g.e.d.( A-M, B AWEL), 


D = v7? (u? —4), 
强 也 是 一 个 非 完全 平方 的 正 整数 , 并 有 
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u+u/D = (Mot tov D y 
go Vo gu? 
其 中 Pell 方程 
t y D=, Ta yeZ 


的 基本 解 是 
ot Yo D 
2 


1.3 Hurwitz “~ 函数 
XA E O<u<l 的 实数 , 定义 Hurwitz 5- 函数 为 
oo 1 | 
€(s, w) ENCED Res >1, 
£(s, 1) =£(s) Bp2y Riemann 65- 函数 .5(s, 人 ) 可 以 解析 开 
拓 到 整个 s 平 面 , RA s 的 一 个 半 纯 函数 ， 它 仅 在 3=1 处 有 一 个 
一 阶 极点 , 除 此 以 外 , 它 都 是 解析 的 , 并 有 | 
bls, uy=— Ay -¥u) +O(|s-1]), st, (8.99) 
这 里 水 (WD 是 函数 (ww) 的 对 数 微 商 , 即 有 
vy) =F, 


P(u)’ 
注意 #(L) = —y, y= 0.57721566490...2 Ealer 常 数 ， 


存在 一 个 s 的 整 函数 
H,(s8)= j 所 z ods 
(其 中 国道 C 为 从 -~ oo 沿 负 下 半 实 轴 到 绕 过 原点 附近 的 一 个 小 圆 ， 


再 沿 负 上 半 实 轴 回 到 - oo) 使 
~2nit(s, uy) = TCL-s) 吾 。(s)， 


O<uxi, 


并 且 


_2isin( 2xnun+ S 9 x ) 
H,(s)= - Or) SA? TS, Res <0, 


(3.100) 
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ERARI ZF S.Lang<Introduction to Modular For- 
malg, AUN WHAM BFE EN, 

定理 1.8 Hd HERA FIR. Sæ, y) = an + day +coy' EH 
BJA d= 6 —4dac 的 二 元 二 次 原型 。X 为 mod 天 的 原 特 征 , 这 里 大 
是 一 个 正 整数 , BARNA: 

(I) 4 x 为 mod k XAR, BX Eod ( 即 判 别 式 为 0 的 
二 元 二 次 原型 类 群 ) 的 一 个 genus 特征 ， 同时 满 外 yg c.d.(@,d)=1 
时 , 则 有 


7 
FEB Ex (om, D(F) —x(f) (y+1ogh), 


这 里 p(k) H Huler 函数 ,7 为 Euler 常数 ， 
(2) 当 X mod p 的 原 特 征 ， 这 里 p 为 一 个 奇 素数 , pld, Jf 
HL x 三 p, m p Æ mod p 的 Legendre 符 号 , 则 有 
m, n 当 ptas 
etn I 0G p)” | - — px(e) LA, x), 4 plas 
(3) 4x Amod p 的 原 特征 ， 这 里 2 为 一 个 奇 素 HR, pta, 
p 的 定义 同 (2)， 则 有 


ede, HF, (2) 


= pe plog p, Xy = Ps 
— x (4a) x( -d)o(d) pL, x) J (x, P), 4X0; 
HHS (x, p) 是 Jacobi 和 


TX) 0) = miwon XCM) om); 


(4) x mod 的 实 原 特征 , A gcd. (k, d) = 工时 ， 则 有 
el HF Om, =) 0 F) = 人 加， 至少 有 两 个 不 同 的 素 因 了 ， | 
< x(a)klogp, 如 上 为 一 个 素数 p KE, 
我 们 提醒 一 下 , 4<0 时 , 我 们 只 考虑 正定 型 。 

为 证 明定 理 , 先 给 出 下 面 的 引 理 ， 

引 理 1.1 RIA 
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H $+ ) = npa) —nlogn, 


FBG RA RL, 
证 明 这 是 一 个 熟知 的 事实 ,参见 任何 有 关 T 函数 的 书 。 
引 理 1.2 设 为 一 个 正 整数 ,对 一 个 mod% 的 特征 % 有 
(- BL, x), 如 X 是 modk 非 主 特征 ， 


k N 
Sxinyu( 2) |- € + logh+ Sete), 如 Xx 为 主 特征 ， 


PREM, 
证 明 24 x% mod k HEIER, 用 pobius 函数 4 可 得 


O= E 9G) Sem 
= 5 wm) 习 Fin) MAR 3.1, 可 得 ) 


= Som CD -1og 元 ) 


M 


lami m 
_ logp 
= 一 (x+ logk + St), 
PRE, | 
X x 为 mod 名 的 非 主 特征 时 , 由 (3.99) 即 有 
Sumy (F) =, DS xem 


S— 1 m(modk)} 


xm) _ +O(|s-1|), 当 s—1. 
lema: n=O (n+ . 
上 面 的 右边 的 第 一 个 和 是 零 ， 因为 x 是 mod& 非 主 特 征 ， 第 二 个 
和 是 
A LC, x) +0)s -1)), Heol, 


定理 1.3 的 证 明 
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(1) 此 时 ,X 是 多 o(d) 的 一 个 genas 特征 。 我 们 首先 指出 , 由 
“fF g.c.d.(a, d)=1, 由 genus 特征 的 定义 可 知 有 XC(f)=X(4)。 


并 且 Xs(*) = (2) Kronecker 符号 ) 可 分 解 为 


Xa = XXi» 
其 中 为 为 mod k, 的 实 原 特征 ， Id] = kk,, g.c.d. (k, k) =1, | 
我 们 先 来 看 土 为 素 判 别 式 , 即 土 6= RRA p, -4, +8, 


Ti x=p(modp Legendre 4t), (Z$), (2°) (这 两 者 均 为 


”ronecker 符号 ) 的 情形 。 
“k= 奇 素 数 p, 而 x=p 时， 


Z, Fm, n))v( 2) 


Iem.n 
~ y (4- _ dn af © 
=x) SL, x(a + bn)? — dm) (>) 
p n ay 
=x@30(2) 3 ecm) 


=x%(@) (p-1) p@d) - logp) = —x(f) ke () (p + logk), 
EMER it Se RA. 


X k= 4, miels) = (<5 ) (Kronecker 符号 ) 时 ， A 4[d A 


$=3 (mod), 4 奇 ,0? =1(mod 8), b fh, b=2b,, b? -ac = 3(mod 


4). TE 
5) x (m, o))v( 4) 


lamina 
= (JÈ (DD (mr) 
— 4 — 
~ (*)> ¥ (2) 23 4) sar) 
PERTE 


= —x(J)ko(k) (y + logk), 
即 此 时 断言 成 立 ， 
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、 +8 
yj h=8, Ti xC) = (25) (Kronecker 符号) 时， 有 4|4 且 


Í = 2(mod4), a #, a? = 1(mod8), bi, b=2b, 
b? -ac=2 mod 4), 于 是 
5 xf Gm, 0))0( 3 ) 


Janna 


= (去 六 4(8 让 Bal eRe ra 


(i +(e ) -lr + (aC 一 L R) (3.101) 
易 见 上 式 的 内 和 


4, 当 ”为 偶数 ， 
ae t+ tracy) =n ASH, oe 
因此 
当 ” 为 偶数 时 , 用 用 (=$ =x(f), 


4n 为 奇数 ， 而 b: 奇 时 , c 也 奇 ,用 


or a) eee) (= } =)= (== = Xx(f), 


当 n 为 奇数 , 而 b 偶 时 ,6 HH, HRA et+aze —ab =at 


520 — abi =a + b+ c(mod8), 用 


(= z Ara) (ariar) C 


=x(f), 


t (8-101) 和 (3.102) 可 得 
hE (myn) ES = 42 F) SWB) = — x PFO Cy 


1<mn<8 
+1logk) 。 这 样 证 明了 , 当天 只 有 一 个 素 因 子 时 ， 断 言 成 立 。 以 下 
对 的 素 因 子 个 数 用 归纳 法 来 证 明 断 言 是 成 立 的 。 

如 “至 少 有 两 个 素 因子 ， 则 大 至 少 有 一 个 奇 素 因 子 p, 而 且 
有 上 天 = ky p, pth, pid, ld, Sm=pmthm, Xx 可 分 
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解 为 XiX2， 其 中 入 为 mod k, 的 实 原 特征 ， X2 = p (Bf mod p 的 
‘Legondre 符号 ) , 并 且 Xo X IAEA) BH genus 特 征 。 


于 是 
Det SD xC Cm, Dh) 
XA (f (pm1,n) ) PR x (f (kima, n)) 


= = nay Do m;(mod tx) 


“aie 
= 2? =,9(F ) > xi (f (m1, )) meant (f (m2, n)) 


a n ) 


=% (4a) 2, Y G ) =m G (am )) naman? (må g dn") 


= X2‘B) (p-1) Zo > xm (f(m, n)), 


m (modri) 


4 n= kmn +m, 0<m<p-1, l<n<hkh, BA 


D=u@p-h > xiCf (m, DS h K n+) 


lem, na 
=m(@) (Pp-DP D aF D) 
— %2(4) (p- 1) plogp Pa, (f(m, )), 


对 第 一 个 和 用 归纳 假设 , 而 对 第 二 个 和 用 第 二 章 定 理工 .8， 即 得 
D= ~ Xs(f ) py Cp) x (fo Fie (ki) (y + logk,) 
~ x2(F) pp (p) kip (hy) x1 (Ff log p 
= —x(f) ko(k) (y + logs), 
其 中 用 到 ax =x(f). 
这 样 归纳 步骤 完 万 ,因此 广 言 (已 证 明 。 
(2) 4 plo 时 , 由 pla 即 知 


Z Fm WW ) = ,Dm -an 


lemn<p mmod?) 


~ xd 了 v (5) meas x(a) = 0, 


这 是 因为 x20, x 不 是 主 特征 。 
= pja 时 ,由 Pld 可知 , plb, pic, FÆ 
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> xf m, v()= px (c) Dr (a) 


l<m,nap 
= — px(c)L(1, x’), 
其 中 用 到 引 理 1.2。 这 样 , 断 谨 (2) 已 证 明 。 
(3) 当 plant, 由 pid, BNA ptb, 故 


= xf on， »yv(7) 


iem nhap 


=y ) Sy x(bnmseon?)=0, in pla, (8.103) 
hee P / mmod p) 
这 是 因为 内 和 为 零 ; 当 pinnt, 内 和 中 的 每 一 项 都 是 0， 
而 pnt, 整个 内 和 为 0。 
当 pla mt, A | 
È HF Om, my) = x(4a) E xm- dnt) 
x”) DS x(m’-d), 4 pit 


一 X(4G) . m(inod p) 
| > xm), Pln, 


mi mod Pp) 


由 此 即 知 ,有 
n 
w Sx, wE) 
=x(4a)¥(1) D x (m) 
m mod #) 
#249) E xm 0) Sn) (2), (8.104) 


4 x=p 时 , 允 是 主 特征 , 故 (3.104) 的 第 一 项 是 
x(4a)¥ (1) (p = t), 
第 二 项 是 


x (4a) (p-1) (y+ poy lee p), 


从 而 
2)=x@) plog p, i pis, 且 X=p， (3.105) 
xe, X 不 是 主 特 征 ， 故 (3.104) 的 第 一 项 是 0, 对 第 二 项 用 
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5 É x(m?-d) = | -1, mx=0, H ptd 
menod p) x(—-d)p(d)J (x, P), W x=P, H płd, 
Gp J (x, p) Æ Jacobi #1), 并 用 引 理工 .2， 即 有 
D= - xa) x(-d)e@) pL, HI (x, P), 
如 pa, B. XxX=P, (3.106) 
Hy (8.103), (3.105) 41(3.106), BN (3) 已 证 明 。 

(4) 如 至 少 有 两 个 不 同 的 素 因 子 ， 则 % 至少 有 一 个 奇 素 因 
Fp, Fak p, hy>1, pth, HA płd, g.c.d.G, ki) = 
1, x 可 分 解 为 X= XX Hh x 为 mod hh KRIE, X 为 mod 
p 的 实 原 特征 , 即 x2= (mod p 的 Legendre 符号 )。 令 %= pm 
+ kima BME 


Dat Sx om, (T) 


=S6(2) D Fmd) D xm, n), 
toed mı mod kı) ma mod p) 

(3.107) 
当 plakt, h pid, Æ ptb, 故 (3.107) 的 内 和 为 0 而 当 pta 时 ， 
(3.107) 的 内 和 


=x, (44) E x2(m? —dn’*) = X20) {oe 当 pins 
me(mod p) p -1, 当 pin, 


于 是 有 
D=-n@D0(Z) SB nF C, n) 


+ pe @B0(F) SB u mn)), # pla. (8.108) 
#£ (3.108) 的 第 一 个 项 中 ， An= km tn O<m<p-1, lens 
ka, BPA (8.108) 的 第 一 项 等 于 
-OP SY mF Om, D(a 2) -logp) 
而 (3.108) 的 第 二 项 , 由 于 as 为 实 原 特征 且 2 57， 即 知 它 等 于 
nop Dm om, D (F). 


$1) 一 次 域 的 Dedekindy- 函 数 177 
于 是 有 | | 

> = X2 (a) P log Pp nan (f (m, n)) = 0, 
这 里 用 到 第 二 章 的 定理 工 .8. 

因此 汤 言 (4) 的 第 一 部 分 已 证 明 , 

以 下 来 看 8 HREM, 这 只 有 7 为 奇 素数 p, 4, 8, 而 
x=, x(n) = (三) 或 (二)( Pp， (<4), (去 =) 定义 同 前 ) 这 
四 种 情形 。 第 一 一 种 情形 即 为 断言 (3) 的 第 一 种 情形 ， 以 下 看 所 = 和 
或 8 时 的 情形 ， 


k=4, x(*) =(=*) (Kronecher 符号 ) 时 ， 这 时 4 奇 ,5 也 
奇 。 于 是 当 & 偶 时 , 有 


vedio Fim ay) = (Gee) + (ark ) 


+ (ape )+ + (Fre rar) 0, 
XE N A:n RY, 每 一 项 都 是 O; n 奇 时 ， 第 一 项 与 第 三 项 之 和 ， 第 
二 项 与 第 四 项 之 和 , 均 为 0。 
因此 “< 偶 时 
T 
ee tS (m, Dah) = 0, 


当 4 奇 时 , 由 于 2 也 奇 ,所 以 
,DF =a) (= > 4) Cr 


~- /一 4).f0, mn Hs 
Ce er mat, 
因此 a 奇 时 
diet Fm A 7) = AF) Da) 
=4(=* log 2, | | 
RREH T k =4 BY, Bre ORL. 
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k= 8, XC*) = (二 ) (Kronecker 符号 ) ay, @ ay, 6 也 奇 , 从 而 


与 8=4 时 一 样 ， 可 以 证 明 ， 当 4 侦 时 ， 所 求 的 和 是 9 而 当 4 奇 
时 , 类 似 的 有 


ela FG fm ay n) =(#°) aco" 当 Ain, 


0, 否则 ， 
因此 | 
n + a 
D 9 (m, on s) 42) 5 OD W( 5) 
BD k=8 iene 四 仍 成 立 。 
这 样 断 言 (4 已 证 明 . 


$2 Kronecker $A BB ASK 


2.1 经 典 的 极限 公式 
在 域 及 的 理想 类 A? 中 取 定 一 个 整理 想 加 ， 则 映射 
Atlee UR = [A] 
是 由 理想 类 4 所 含 的 整理 想 集 合 到 能 被 刀 除 尽 的 主 整 理想 [X]( 即 
LEB) 集合 的 一 个 双 射 (bijection) 。 XM, MER 确定 同一 个 主 
HE, SAMY ec EUx(K 的 单位 群 ) 使 和 =e, Ss BRS we 
te B/U x WARS. 因此 有 


Cx(s|4)= Pa WN “B53 : = N(R) > ROEF 


=N Be N a p? Res >1, GB. 109) 


这 里 及 以 后 ， 求 和 导 上 的 “” 表 示 略 去 使 分 母 取信 堆 的 那些 项 . 
RR K = QS a) 为 一 个 虚 的 二 次 域 , 即 及 的 判别 式 4<0. 
则 Uk 是 一 个 有 限 群 ， 其 阶 wx =2, 4, 6, 分别 相应 于 d< -和 


§ 2] Kronecker 极限 公式 179 
d= -4 d= -3。 因 此 由 (3.109) 得 到 
ox (s]4)=N CO" y ways, Res>l, HK AET 
次 域 。 (3. 110) 
这 里 用 到 在 虚 二 次 域 中 ， 显 然 有 人 下 (A) =do(A) = 入 = 入]:>0 的 
事实 。(3.110) FAV eR 代替 吸 而 改变 ， 只 要 mEK*， 因 此 ， 
可 取 名 为 分 式 理想 , 特别 可 设 吕 的 Z- 基 为 {1, o}, 且 可 设 Imo 


>0( 这 里 当然 要 固定 一 个 由 长 ACRA). TE 
-mv 0-5 2 
S= TT va A 


N (mo +n) =m? |o |? + 2mnRe o +n?, m, nEZ, 


on (8]4) = la? SY Fm =), Res>1, (3.111) 


(这 里 “表示 m,n KN 时 为 零 ) 其 中 
_ mo +n}: 
f Cm, n) — 2mo 


是 一 个 判别 式 为 -= 工 的 实 系 数 的 二 元 二 次 正定 型 。 由 此 可 得 下 面 
EH. 3 
定理 2.1(Kronecker) xt — wit K=Q(/a), 设 理 想 
类 4- 含有 一 个 理想 ZDZ, 其 中 Epo oe >0， 例 如 


a-[[o, YE], pices ts, 


a, EZ, 4a\b’-d, 


时 ,可 取 @= PFN SG my 


€x(s|A) = =!R__+£)(4) + O([s-1)), 如 s—>1, 
(3 112) 
其 中 
R= az ap Ox? [Ur], 
D 可 能 是 分 式 理想 。 
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Eo(4) =PrRr(2y- log (2y dmto)isImo))， 
?是 Eulor K %, n(o) Dedekind n-& #, 
证 明 OW, O.L. Siegel< Advanced Analytic Nun ber Theory» 
Tata Inst. 
对 实 二 次 域 改 =@(V2), 它 的 单位 群 Uk = {te"|nEZ}, 
其 中 e 为 基本 单位 。 于 是 由 (3. 有 


xe / 
Cx(s}A) = — SY INi KÜT ， Ros >1, 


eK 为 实 二 次 域 。 (3.113) 
bl A=N(B)d? ig B iy ABMS, M= OCA) Het A de Gal( 区 /Q) 中 的 
唯一 的 非 便 等 自 同 构 " 下 的 象 由 (3. 113) 可 得 
2d Er(s|A)= >. ace | 
由 3.114)， 并 用 一 种 现在 称 为 “Hecke 技巧 ?的 方法 ， 可 以 证 
BAF ERE, 
定理 2.2(Hecke) 对 实 二 次 域 政 =@(wV/ 了 )， 设 理想 类 A 
含有 一 个 理想 0 Z+0Z, HH o >0=0(0), o 是 Gal(K/Q) mh 
的 唯一 的 非 恒 等 自 同 构 , 即 Gal(K/Q) = 《o>， 例 如 
A=[[ a, CENI 一 | |b] <a< d- 0 a, bEZ, 


4a 
 4ald—-b° 
时 ,可 取 @= iVi, g 


(3.114) 


ox(s|.4) =—ÎR +8)(4) + O(/s-1]), ysl, 
(8.115) 
其 中 | 
_ Zlog e 
= ee, 
- 1 
b(A) = Px (27 ~ logy d) + a 
1) 可 能 是 分 式 理想 。 


pr 
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oe 6” +e” @+1t0’e-"\ | 
im (10g ( 0-0 -)- log a Í tie~” ja» 
€ 是 基本 单位 。 
证 明 wW, Hecke 44 pp.198—207. 


2.2 二 次 域 的 一 种 元 -函数 


对 二 次 域 下 =@Iwd) 的 一 个 狭义 理想 类 4， 和 一 个 mod k 
ay Dirichlet 特征 x， 我 们 定义 一 种 上 -函数 如 下 ， 


1 ~ (NOAN (2D) | : 
ux Ga OR WIO > 
Ics, x A=) 1 x(N (A) /N (2{)) 


TNT (A) INODE d>0,R 1 
WR 26 型 /2 (NOI NOD 站 >V, Os > 


(3.116) 
里 20 RARER A pt 20 a Ra, SA 
WAY AREF; 0 指 和 >0 且 入 =o(%) >0， 这 时 称 和 为 全 正 的 ; Es 
是 全 正 基 本 单位 , 即 对 改 =@@(wva)(dg>0) 的 基本 单位 s， 有 
. |" im N(e) = 1, 
* (e, am N(e) = -1, | 
最 后 wx=1, 2, 4, 6, 视 4>0, d<-4,d=-4, d= -3 而 定 。 
(3.116) 右边 的 级 数 显 然 在 Re soy >1(m 为 任 一 个 给 定 的 
大 于 工 的 正常 数 ) 时 绝对 且 一 致 收敛、 从 而 容易 看 出 它 与 4 中 的 
整理 想 U 的 选取 无 关 , 所 以 上 述 定义 是 合理 的 。 并 了 且 2(s， x14) 
是 Re s>1 中 的 一 个 解析 函数 。 
再 命 
L(s, x) = DLCs, x] A), Re s >1 (3 .117) 


Hp A ase K RMR, BULL (s, x) Res >1 中 的 一 
个 解析 函数 。 
本 小 节 的 目的 在 于 证 明 下 面 的 定理 。 | 
定理 2.3 对 上 述 定义 的 了 (s, D, RNA 
L(s, x)L(s, xxa)=L(s, x), Res>1, (3.118) 
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x L(s, x), LCS, xx.) HM Dirichlet 函数 L-R, te) 
= ( oY Kronecker 符号 . 

附注 “可 以 由 (3.118) 把 这 (8s， 轨 解析 开拓 到 整个 s 平面 并 
且 它 只 会 在 s = 工 处 方 可 能 有 一 个 一 阶 极点 , 同时 它 还 会 在 函数 方 
程 , 所 以 可 以 预料 , 对 每 一 个 类 A, Ees, xA 也 会 有 相应 的 结论 ， 
这 里 由 于 与 我 们 所 关心 的 Gauss 类 数 问题 没有 很 大 的 联系 ， 就 不 
讨论 了 , 但 我 们 指出 , 在 一 些 特殊 情况 下 ， 我 们 ( 见 参考 文献 [69]) 
已 证 明了 这 一 点 。 , 

定理 的 证 明 设 Re s >1， 则 我 们 有 

L(s, XL(s, xxe) =$) $ 20) Kam) 
=> xe) D xm), 


Ismin 


所 以 由 第 二 童 81.7 的 引 理 1.28， wa 
wl (s, x) LCs, xa) =F xe L pln) 


=E D, Ae Fa, y)”, (3.119) 


Pia § Zo 
(2.929 R 


XA Fy (a, y) = Gy 人 + byt 044" 跑 过 判别 式 为 4 的 二 元 二 次 原 
型 类 群 的 完全 代表 元 组 (4<0 时 ， 只 考虑 正定 型 )， 并 可 以 要 求 
a,>0, 
对 一 个 固定 的 判别 式 为 & 的 二 元 二 次 原型 F(z, 9) = ay02 + 
bay+cy’, 4(2, y) 为 原 解 时 ， i 
à= 6,2 十 -一 一 =M ay 


则 有 Fæ, y) = JW = F + ia) = TNO. 注意 到 a >0, 
即 知 F, Bi EC Ae A 
2, = [ By, abv? | = sZO Šit gz, E 
N(2,) = Gy, 
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并 有 NE 2, 
根据 原 解 的 定义 ， 在 4<0 时 , Fia, y)>0 B®, DARE, 
ae me AsO; FEM > OM, Fia, y)>9 BG, y) 为 原 解 ,等 价 于 
和 0, H1<+ <e, 这 样 由 (3.119) 即 有 
wrL(s, x) LCs, XXa) 
a xCN (A) /N (24)) 
2 ,ON G0 MAS" 
XN N/N) 0 
2 ac (N(A)/N(25))* ” wa> 
= wgl (s, £), 
最 后 一 步 用 了 了 (s，X) 的 定义 (3.116) 。 定 理 证 纤 。 


2.8 Ps, yy14) 的 极限 公式 (d<0 时 ) 
w d<0 时 , 由 上 小 节 定 理 3.6 的 证 明 可 见 
wg (8s, x|A) = 5 x(Fm,n)) (F (m, n))~*, Re s >1, 
CM) 0 0} 


(3.120) 
ip FC, 9) = eat + boy sox  A(a[ a, ae ae 


的 判别 式 为 & 的 二 元 二 次 原型 , 且 可 设 
\b|<a<c, d=b’-4ac, a, b, cEZ, g.c.d.(a, b, c) =1, 
(3.121) 
(3.120) 的 右边 是 
了 ae x (am? + bmn + on’) 


“amt + bmn onde? POEs 


Cm yee (8,0) 


Jtr x E mod k fy Dirichlet 特征 。 我 们 有 


7 


_2y(a)a~"L (2s, X) +2 SB, Res>i, (8.122) 
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E- t= (am? + bmn + erè) 
” af (am + bmn en’) ’ 


nal, Res>tl, 


(3.123) 
对 任 一 个 实数 2, 命 


slam? + bmn + cn) 
B®) = = (a (m+ ngr)? +b(m+nx)n+ cn). ” 


n>l, Res>1, (3.124) 
WA E= E0), 并 且 BE r KARA kiA, 故 
E,(a) = 5 a griven, (3.125) 


这 里 
人 Coreaenaa 
tè k 0 n 


Knew (a(m + ne)? + OMT ne + on”) ? 
3.126) 
这 里 与 以 上 的 有 关 收 全 ,绝对 收敛 ,一 致 收 僵 ， 以 及 和 号 与 积分 号 
的 交换 等 等 的 要 求 , 在 s 满足 Re s>a,>10, 为 任 一 给 定 的 大 于 
1 的 正常 数 ) 下 , PARRE UTREE. Qmm + mkn, 
即 由 (3.126) 可 得 | 
1 


a,=—- DS x(am'+ bmn cn’) 
k m(modkn) 
+ oo k gree iuz/Ed > 


x ds F(m+niart km), 9)’ 
b 2 g~2riue/® 
= F meun) xam? + ommn + on JM Fintan n) Fna nj* ? 
FES mtn, MA | 
_ 2a ium (Xm) 
Gy = k mean hee (m, n) ) 6 
+> a-~2æiua/k 

x pT (8.127) 

易 见 有 
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> x(F(m, n)) ecm ium, (kn) 


m(mod kn) 
"Pm, ny erie), Sar lug 
= m(mod k 


由 此 及 (3.127) 即 有 
| a I(s, u) 5 x(F(m, fv) ) elium, (kn) ， 如 只 | 
á, = m(mod k} 


0, 否则 ， 
(3.128) 
这 里 
72x iuv/i 
I(s, u) = | eats ber Res>l,uceZ, 
全 a e2, 即 得 


I(s, W= a3 q9~ 1928-197 i du/ (ak) 
| to g~lwiuv gz 2/ (ok) 
再 计 及 (参见 [20]p. 959 的 公 \ 式 £5) 


T, 


| ey 
f (+) n(/, 1 
| (2)r(e- 2) , it ¥ =0,Res> 5, 
= 1 
(a) IY HK, 1@xl¥ |), 
| L | mY=0, YER, Res>0 


(3.129) 
XE T(E T GM, K, X Bessel 函数 ), ENA 


(8, o) = jaj? 1122 Tree- 2) , Res>), 
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Ie, w =O) Z E al Hal "3 


dt \ 
x K, ay 可 java am u+0, Res>0, 


-FE H (8.128) 即 得 , 在 Re s > 5 时 , 有 


me )T (s- 2) 


ET (8) 
> p% A ))s 
a, = 0, in: «Us . 
| y= -pe V2 ak _Juje-dalt -1-28 
x Kyu LV 人 jero, 


D X(F(m, n))emium (ia) tan fu, JH u= 0, 


m(mod i) 
以 此 代入 召 ,(%) 的 展开 式 (3.125), BS c=0, mB,  Res>1 
时 ， 有 
~ Hy = H, (0) = 5 Gu 


-2 下 a EF Cm, n) 
+ 9° tn d 4-3 -IE xun / [dl a 
FOR ey atte Al) 


X © x( Fm, n) yoos Axe . (2 +7) 
FF LUE RA (3.122) BB, Æ Res >1 时 , 有 
Le 2X@) L(2s, 42) 


+ r(z)r(*- z) tardies 


Reap NaI ar tae nice StF (m, n)) 


id [27 qt 1Q24- 1g-2 
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9sty: eo 


1_ gant d 
* Tey vane |? k iÈ wK, oe 


Bon= 


5 x(Fim, n))cos_22 Zn 时 


Pi mod K) 
2xfe 9 s- 
==) Las, x) + LONGE z) aiana 


Și nl-23 Qs tig 
SN Eh REO) Aray agi [al 


. Èu" IK, (tev lal 5 ni-2 


lenju 


mCmod 天) 


这 样 , Hy (8.120) 即 有 
Ls, %|A) oa x?) 
(5 )T (s- : 可 一 -1 ai , 
aT? a ca wy Lm, n) 


f!(mod E} 
2 Beeld 1-2 e l Td] 
+ 272g aja? 3-7 Tua/ |d] 

wg (8) Jakke 2" °K (EL) 


2xu f/m b 
E XFC, n)joos 4 (T4 a) 


F] 


. >' ”1-2s >> x( Fm, n)) eos 2% (m + b 
i<n|s k n 


m(mod k) og J’ 


Re s >1, (3. 1305, 
当 0< co<Res<2 时 (其 中 co 为 一 个 给 定 的 小 于 2 而 大 于 0 的 正 
常数 ), 则 由 参考 文献 [20]p.959 的 公式 8 有 


x (ey ) 


mere (Hs KU meyja] j e~wuv|éi/ (em) 


. =øu Viil »/ (ek) pa- v\ a-i 
fe Vidi »/ (ek) y ‘(1+ 9 de, 
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Ku ogo -æ vV jdju/ (ak) IT(s) 171, 
这 里 *《” 所 含 的 正常 数 仅 与 0o，|4|], k, FRR 而 与 无关 。 上 由 
此 可 知 (3.130) 的 第 三 项 


«|T(s) >> e7#VIdT u/ (ak) SY g2oe-t 


1in}u 
«|F(s)]-*, oo< Res <2, 
这 里 *“《” 所 合 的 正常 数 仅 与 0%，|a], k, FARK, Ai (8.130) 4 
第 三 项 在 Re s >0 时 是 解析 的 。 
又 对 (3.130) 的 第 二 项 所 涉及 的 级 数 , 用 §1.3 的 Hurwitz 6- 
PARANA, 在 Res>l, H slay, 有 | 


Diniz > x(F(m, n)) 


m(€mod k) 


= Sea, 2k 2E( 2s - 1, 2 


~ 四 xP, n))(2- #logk (s 一 1) +O(ls -1)*)) 
«(ory nay -HE)+ Os -1 ) 


= Tie 1) mnan x (m, n)) 


-28t 2 x(F(m, n)) 


mn(mod k) 


-7,2 xE, 0) oF) + O(s-1)y, 21, 


Agak 


因此 (3.130) 的 第 二 项 是 3 的 一 个 半 纯 函数 , 当 Re s > - 5 时 ， 仅 可 


能 在 s= 工 处 有 一 阶 极点 外 , 均 是 解析 的 ， 并 在 s = Lae Lauren, 
展开 式 或 Taylor 展开 式 ( 视 s=1 为 其 极点 与 否 )。 
由 上 述 的 推导 由 (3.130) 可 知 ， RN 已 得 到 了 2Z(s，x14) 在 


Res> > y 时 的 解析 开拓 , 它 在 Res >i 2 时, 仅 可 能 在 s =1 © 
个 一 阶 极点 , 并 在 8=1 SARA 
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L 2x 
了 (s， xA) = 一 一 Wyk? / lå] 
So KCE Cm, 内) + ACLL, w) 


m.n (modi) 


år /, l Íd 


mn. modi) 
47 


D xE, 07) 


7 Writ? J fdf en 人 nc 


8r 
一 一 一 一 -一 一 一 一 一 g2miuy d/ (2 ok) nol 
Wyk / jd] > Di 


+O({s—1]), s>1, (3.131) 
其 中 与 往常 一 样 ,wx = [Ux], ULES PA 


K. (2) =,/ 7 e-, 0, 3.132 
1@) =y- 2e, 如 2> (3.132) 


+ 


-与 ， 
1、_/ 
Toara s) al as-14s 


4n LAI d 
= log - 
kvldl ~ EJAT 
(8-1) +O(|s-1]*), sol, 
附注 ”为 得 到 了 了 (s, x AE Re s >0 时 的 奇 点 的 信息 ， 我 们 
再 分 析 一 下 (3.130)。 由 上 述 推导 可 知 ， 除 s = 工 以 外 ， 可 能 的 奇 


点 , 仅 可 能 由 第 一 .二 项 产生 。 第 一 项 仅 可 能 在 s = 3 处 有 一 个 一 
阶 极点 , 这 是 当 x 为 主 特征 ， 即 X 为 实 特征 时 出 现 。 第 二 项 也 仅 
可 能 在 s = 5 处 有 个- 大概 上 EM F(s- 2) 但 是 第 二 
SO Rie He = AAE 


5) (Fum, n)c(0, 7 a 


Lg 
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S xm, n) (3-3) = (8.183) 


Jem, øsk 


因此 当 (3.138) 右 边 的 值 为 零 时 ,第 二 项 在 s = 处 是 解析 的 。 所 
以 讨论 (8.183) 右边 的 和 是 很 有 兴趣 的 。 很 可 能 是 
Sin, n))(4 - -%) 


0, tx 不 是 wodk 实 特征 ; 
| 一 ACL 9 Ck), Wx i modk 实 特征 。 


a ie BRI 

以 下 来 讨论 (3.131) 的 几 个 特例 。 

首先 取 =1， 则 有 

L(s, xo] A) 

oR + px( 27+ Ge Blogs) lal ~4logn(a,)) 
+O(js—1}), s--1, (3.134, 
其 中 | 
B 2x , OH b+ yd 
K wgy |)’ 2a “” 


我 们 不 详 述 (3.134) 的 详细 证 明了 , 读者 不 难 用 本 章 的 知识 完 
成 它 的 证 明 。 


又 有 
LCs, x0)L(8, xa) = SH) + pL, xa) : 
+1/(1, x4) +O(|s-1]), sl, (3.135) 
dy (3.184) 与 (3.135) 即 得 | | 
LG, xa) = hex, (3.186) 


LC, xa) = BrPrrtPr 
0» (e- eto) 
a={[[ a, 4) 
(3.137) 
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-b d 
4-[[o, 一 了 > 一] 

Pit Zold) (K 的 理想 类 群 )。 

(3.136) 与 已 知 的 结果 完全 吻合 。 特 别 地 ， 当 4x = 工时 ， 由 
(8.187) 可 得 

LC, x4) =P x(y + Z -logld|- 4logn(—-2* V “_)), 

fl hy =1, 4<0, (8.188) 

这 里 b=1 30, 视 4 为 奇 或 偶而 定 。 

mm A= [[1 IiE], bo 如 上 记述 ,再 取 正 基本 


判别 式 % 使 得 g.c.9.(%, d) =1， 且 各 至 少 有 两 个 不 同 的 素 因 
子 。 令 x 为 mod% 的 Kronecker 符号 ， 则 由 (3.131)、 定 理 1.3 
以 及 第 二 章 81.6 的 定理 工 .8， 即 得 


Ed, x14) =-g. HA- p) 


janji 


>> am + bomn + Dort nt Joos tru (m 2o), 


moh kY 2 


注意 后 一 个 和 的 绝对 值 
-= -gw = ke- PAL 
<% = ue Tar hay 
于 是 得 到 下 面 的 引 理 。 
引 理 2.1 设 为 一 个 负 的 基本 判别 式 ,8 ARAA EM BAK 
WW, + 至 少 有 两 个 不 同 的 素 因 子 , x 为 mod k 的 Kronecker 符 
5, 


A= [Ls mt]] 
其 中 bo=0 Rl, Ad AARATI E MA 
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~ xv [dif 9 
d-e """ ) 


| 


其 中 ur K = QCY 4) 的 单位 根 群 的 阶 ， 
2x 


2.4 Z(s, YX1A) 的 极限 公式 (Z>0 时 ) 


设 @> 0 为 一 个 给 定 的 正 的 基本 判别 式 ， 有 理 整 数 , b ow 
足 
g.c.d.(a, b, c)=1, d=b?-4ac, a>0, 


BKO ayia A= | a, -二 ?二 AQ] 所 属 的 狂 
LMAX A, EL ML VEL ERIN, 从 


a= bad as LT 6 - ve , (3.189) 
sic em 29M 2 的 分 式 线性 变换 
a= pos Z=X+iY), 


EMRE RE 
Z= a'g—a 


— 
452 ZZEE AL AUZAN F: 


Za’ 0 = æ oo r Z* Zo 


2 2 
z co = -1 0 1 iy, y>O iez iel 
这 里 是 了 平面 上 以 < 对 = LEET T 2 = 六 为 半 


名 ,a 与 0! 为 两 个 端点 的 上 半圆 周 ! e+ Hk R= QC Yd) 的 全 正 基 
本 单位 , 而 


i: Va | Qe? +4) 
~ ġell .Da pez?’ 


(3.140) 
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_ wiepoa_, Va .2Cer 一 区 3.141 
2 和 
命 一 -一 

Cap VEO OF va- VI. 2r 
a r E T A E 
(3.142) 

a 2 

Y= Yt- -V ais (3.143) 


WA | 
Zo= Kot iY pọ Zea Xe iY, 
Zo Z? EDEMA r 上 , 并 有 


ja: + Xo) = 


24’ 
1 (X#- X.) = vd yee 
2 20 et. + ej? * 
设 不 为 一 个 正 整 数 ,X 5 mod k fy Dirichlet 特征 。 
对 满足 Res=o>1 WH s=0+ tt, BW FH Eisenstein 
级 数 
o & x(am? + bmn+ on?) Y* 
Es, Z, 20 = oe, mene EC —y 
Re s >1, (3.144) 
RE Z=X+iY 属于 上 半 平 面 。 右边 的 级 数 在 Re s>oo>1 是 
绝对 且 一 致 收敛 的 ， 只 要 o 是 一 个 给 定 的 大 于 1 的 常数 。 因 此 
Eis, Z， 兴 ) 是 Re s >1 中 的 解析 也 数 。 以 下 对 所 需要 的 收敛 性 
不 一 一 验证 了 。 
对 乞求 偏 微 商 可 得 
CBs, Z, 2) -8 所 x(am? + bmn + cen?) Pel 
o4 2i C0) (m+nZ)*t!(m+nZ 27! ‘ 


Re s >1, (3.145) 
EEE TH Zo 到 Z? BEAM GA To ZDRA, 即 令 
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Is, 2) =| SES A 20 az, Res>1, (8.146) 


D (ZyZe) 0 
对 2ET,， 有 


m+nZ = m+n eye 一 = ty! 一 入 


iy 一 Tiy- 1? ™ %64, 
其 中 

A=mt+na, d’=mina’, m, nEZ, 
MN Z=X+iV CT, F 


= VL. _ Y Vd 4 
Pe NG per ee tig- ”. 


因此 有 
F,-1dZ 了 e+nZ)2 ay 
(m+nZ)**(m+nZ)-? [m+n [ern 


(ME YPM. dy 
(gh ty ge? 

以 此 代入 (3.145)， 即 知 ,对 ZET, € 
OH(s, Z, W) _ 5 ( /a y 

~ Of 2\ a 


, r AE- A'Y? + iy ala) A 
acTia) (yh? + YA) ti ye? 


ROR AF ba" HAR ALO; AE (1, a] HR A= + ne, m, 
nEZ, NM =m +na’, 


因此 在 变量 巷 换 后 ， a 146) 成 为 
Is, 2)= 8 (VE o) 


OAY’ + BY) XCAN) dy Ros 
x 全 setea] e + 4 LI 入 y+ Bra 9 Re $ >l 


令 yay, WA 
I(s, 2) =- (ve Y 


x im , (Ay? — Ay"? + 240A!) x (ada!) | 2y 
ez acTia! e+ iy ~2)e+1 
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_ vád y 
7 -2s( a ) 

、 f , (Aaj? 一 入 / y’ + 26M ) XC ) dy 

0 和 eta]yse (TO )? Yy 
= -2s( -> Vd Y sy yan) 
AG Ela] .E+ 
_ 入 720/- dy 
(J, ae ah ei 1 y 
十 2am are) Res >1, (3.147) 


在 (3.147) 右边 的 第 一 个 积分 中 ， 令 >| 车-|o-5 即 知 其 fit ae 
变 了 一 个 符号 , 所 以 是 零 ， 而 在 第 二 个 积分 中 ， 令 gr*| 2 下 y, 
即 知 其 值 为 


1 | ”dy 1 =) 


TAM RA Je +T 0 ya tyt Fa aS 
所 以 (3.147) 成 为 


T s+1 
I(s, 20 = — és (~ La ) Ca) 


AAA JAA” - 
ei A ，Re s >1, \3.148) 


由 入 (2) =a>0, 即 知 (3.148) 成 为 


s+1 
1(s, 2) = — 43d? ( 2 =) 


(s+ +I) 
AE M/s 2 (A) JIN (4) |° 
(25+) 
= —~2isd? <7 
P(s +1) 
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PE E 
PON GDL | 2{* 
ie {RO NT ~X(— D Bu. (ayy | 
2 NN ve NN QE) 
V s > 工 ， (3.149) 


这 里 的 2&*= vd2 与 好 属 于 同一 个 广 类 。 
令 妇 与 由 * 所 属 的 狭义 理想 类 分 别 为 4 与 4 则 由 (3.149》 
以 及 82.2 的 定义 (3.116)， 即 得 
Ls, x|4)-x(-DLG, x) A4*) 
_ Fs hat 
Ost S44) 
以 下 来 计算 了 (s, 20 8 =1 处 的 极限 公式 。 对 Res >1, 有 


E(s, Z, 2) = -27: $ no) xen) 


I(s, 20, Ros >l, (3.150). 


+25 >> x (m, DE 


i=- tm + nZ | 2 


=2Y x(a) Bo+2Y: SR,, (3.151); 
其 中 


f(m, n) = am’ + bmn + ern, 


Eo = €(2s) iid -~ Pp?) (P 表 有 理 素 数 )， 


X(f (m, n)) 
E,= =8,(X)= Ý Umax sry OD 


注意 以 上 均 已 设 Re s >1， 以 下 不 再 一 一 声明 。 
对 图 定 的 了 >0 以 及 s (Re s >1), EI) BX MM k 
AEH. TE 


E,= E,(X) = $ agatur (3.153) 
| eae 
其 中 
a. = i pa ( X Jer BiuX ig X 
t k 0 n 
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-1 -2x iuX/k4 X 
75 x(f m, n)) | Tn YY ra 
1 


= > xf (m, n)) 
m(modkn ) 

to | Ce-2riuX/kd X 
moe Jo CRN hm) AY) 
= D xm n) 


mmod n} 
+00 g~ 2m iuX/k 
J ((m +nX)? + ywy IX. 
在 上 述 积分 中 , Smt nXronkXyY, WA 
Y 1-2sg- 28 


rye D XO (am, nemem en 


m(modkn) 


° no (1 + X2) 
FA (8-129), BNA 
— 1 
O Fip» / x r(s -z) 
m= Bg cea MF OM YD 
| | (3.154) 


aX, 


UR uO 时 ， 


a, = 


Yim”, AV ( xlulY Vv- 
k TT(s) i ) 


° Ky EY y > x(f (m, n) ) e?r ium (ke) ， 


m(modkn) 
(3.155) 
再 用 
> xf (m, n)) g? tums (kn) 
m(moedkn ) 
[Be mela 
= m(mod k) — 
É hi nfu, 


Bh (8-151) 一 (8.155) 可 得 
E(s, Z, U) =2¥*x(a)o 2s) 11 - p*) 
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1 
2 i r 8 一 -y oe 
+ vere) y,. Em” D xf Cn, n)) 


m mod i 
8r 2nuY 
TFs) ko 
| 2xu /mm 
1—2s 
>" > xf (m, n))oos (7 +X) 


l<nje m(mod k} 
= 11+ T+ Ts, (3.156) 
易 知 


+ 


-l 1 eo sl 
k ay? #K,_1( 


Soh = 2 s¥1Qé)-1x(a)E 2s) TL p) (8.157 
pik 


当 Res>5 时 , 是 解析 的 , 而 当 sl 时 ,对 ZET, -BOAH 


oa. =, x(@) [1A - p) +O(|s—1]), s+1, (3.158) 


又 用 §1.3 ø Hurwitz ¢ 函数 ， 即 有 


Dyn minX CS (m, n)) 
ny 1 
2vaT(s~ 9) 1s Y- 
EE C7 FR ag 
Z. xf om m))0 (28-1, $), (8.159) 


oo 
于 是 Gp 是 Res> 立 MN MOTH, HY slat, ot Zer— 
致 地 有 
Zi = DHE en Dan XCf (m, n)) + ore s—1 |), sl. 


(3.160) 
又 对 Bessel 函数 K, 有 (可 参考 [20]p.967 与 p.970) 
dK ,_1(W) 
QF 
aw 


= K.-W) + kK,,1(W), 
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=) oy os Ky) = Var (+ yo 
HE ,的 阶 估计 ， 仿 照 上 一 小 节 虚 二 次 域 的 情况， 可 缮 证 明 
21s 是 Res>0 时 的 解析 函数 , HY s>L wh, xt ZET, 一 臻 地 有 


3 = -1 
ie È Vv" 5, oD xf Gm, n)) 
Y z aY eo ç CTU m 
«(ZF K (= k (Ta +x ) 
1 
yY: 2nuY 27ru 
a es k )+ Ks( a), 
x 27 ore ， cos? TY (各 x) 
- YIK p (2Y y -g pain (GX) 
+ Oc|s-1]), s—1 
Te mui 2w iuz k 
Ee 
x Dai D x (m, njome 
(anju n mod k) 
+O(is—1]l), s—>1, (3. £61): 


由 (3.156)、(3.157) 和 (3.159)， 以 及 上 述 关于 5 在 Res>0 时 
解析 的 论述 ,我们 已 给 出 了 wis, Z, WH Be s>0 时 的 解 
析 开 拓 ， 它 在 Res > 喜 中 是 解析 的 ， 并 且 由 (3.156)、(3.158)、 
(3.160) 及 (3.161) 可 知 , 当 s—1 时 ,对 Z ET 一 致 地 有 

CHS, 2). x@ [Td 2°) 


lim-— 


3 一 ] 


ae > xf (nm, 2)) 


x( modk ) 


È a9 oy oe) >> n-i 


lanje 
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xk On, njerum em, (8.162) 
这 样 ， 我 们 得 到 了 I, 2) E Ros >0 时 的 解析 开拓 ， 它 在 Res 
>} 中 是 解析 的 , 且 由 (3.162) 可 得 
IQ, 20 =limI(s, 20 = | p tim SBCs, PEC, A, 2D ag 


= -5r KOA- p7) Zr- Zo) 


-gE xf m, Df, way 
+ Der ga D x(f (m, n)) 
x ormum (en) | Z = A (8.163) 
BAT W Bo e(—-,0), ReR=V 4, ETL 
a= yin + Rev, 
则 有 | 
| 本 a2 = k tetat (ilog sin 8- 0) = A 


- ilog yp — (6% — 00) = 00— OF, 
这 里 69, 6 分 别 为 ZI, Zo 和 圆心 连 线 与 正 实 轴 所 夹 的 角 ， 于 是 
0-60 ETZ G1) 的 圆心 朋 p。 这 里 用 到 了 (3.139) 一 (8.143)， 
以 及 妈 > oo。 从 而 由 
|Zo-29| = | Xo- Xt) = VT ae 


_ypa v/a 2 
Yon Yoo pat 


p 2 。 
COS) = CETAK S11 可 = aS (3.164) 
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dZ 
C4 .165 
| Zezi) Y Pe G ) 
命 
_J/d ee? 
a ge et +e? 
d 2 ， 
Ta= 妆 5 gece Zu=Xat Vn, (8-166) 
Ri 
_ 4( &,+ ier! 
Za Ng (ete r) =y (3 .167) 
cosp -EEr Sin Qy = 2 (3.168) 
a2 4&5?’ O AU et 4 ext? 
b 
X= -go + 2 Xe= È- X ys Y= Y o> Ya, 
(3.169) 
P= — pa, (3.170) 
ABA pA (3.163) ~ (3.170) 订 得 
s 9 | 
Id, 20 = -OML -pE y 
Pik 
ax (r / 
+a- Pa) Sx (m, n)) 
p 25 S} Coil L=Ly ): > n! 
k t=] Z= -Zy Janju 
Onin m 
p(n + D) 
(3.171) 


由 (8.150) 及 以 上 的 讨论 可 知 , RI EAH (8-150) 的 左边 当 Re s 
>0 时 的 解析 开拓 , 它 在 Re s > 中 是 解析 的 ， 这 就 给 出 了 下 述 


定理 2.4 的 前 一 部 分 ， 而 把 人 .171) 代入 (3.150) 就 给 出 了 定理 
2.4 的 了 = 工时 的 后 一 部 分 。 


定理 2.4 设 = [4， 一 2 ] 为 =QCYVG) 的 一 个 


202 Dedekind “- 函 数 与 极限 公式 [第 3 et 
Ht, AMEX a, bc 满足 9g.5.9.(a b, c)=1, a>0, b- 
dac =d, d HROUMRK=Q(./d) RAH. k 为 一 个 正 整 数 ， 
x 为 mod% 的 一 个 Dirchlet FE, WANT U 5 2U*= STU N 
属 的 狭义 理想 类 4 与 4*, 函数 

Lls, x{ A) -x(-DLG, x] A*) 


在 Ros> > 中 解析 ， 并 且 在 * =1 处 ,有 下 列 极 限 公式 。 


lm (Fs, x|A) -xC-1)LCs, x|A*)) 


2 
pyr ON P Ros 


ue , 2 2 
AB Ta ‘ante „x (am + bmn + en?) 


xå ` F iuz 
* OTE AG “ 


> x (am! + bmn + cn?) exp (2m (z + zA), 


m(mod k 
这 里 了 是 任 一 个 正 整 数 ,2 表 有 理 素 数 。 
_ /a/ BE 十 iefy \ 
fass = Mee ei pien) ? 


Z= —2y,4/ 1<niu 


T 
Pys =8@Zy, 0 >P < 


证 明 了 7= 工 时， 已 由 上 述 的 推理 证 得 。 此 时 2,l= Zy HH 
般 的 正 整数 j, 用 84 RR e:， 即 可 由 上 述 推 理 同样 得 知 ， 本 定理 
仍然 成 立 , 只 要 注意 到 N(e,) =1, 并 且 在 推理 过 程 中 ， 下 列 有 关 
的 求 和 公式 成 立 ， 


详细 过 程 不 再 装 述 了 。 
现在 我 们 来 看 几 个 特例 . 


首先 取 X 为 实 特征 ， 这 时 定理 2.4 中 的 极限 公式 的 左边 显然 
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是 一 个 实数 。 于 是 在 右边 的 第 三 项 , 可 把 ezp KA 8, 
Hum k=1, wx 为 Xos 这 时 有 


Jiim(Z(s, x14) ~ Fls, 和 149) 
区 T 
= ages ~ pas) 
b 
+ ga Im( log nu,» t or) 
+logn Zas --y-))s (3.172) 


其 中 ?是 Dedekind 9- 函 数 。 

再 取 kld, Bik x Amod 天 的 实 原 特征 ,再 设 9.0.d.(2，9) 
=1, 且 奇 ， 易 见 这 时 有 (注意 nju) 
> x. (am? + bran + on? joos( -27 Ee +) 


m( mod k) 


Lo Cam = anes (A +), 


ft 9, € Z, fi 2aa = 1 (mod k), 4 m+>a,m-—-a,bn, 再 用 Ramana— 
jan 和 的 公式 ( 见 Hardy 与 Wright[25]p.237)， 即 知 上 式 
_ x(a) 5, x (m) cos( #7 27V ( 1 ae p AM am amy) 


= x(a) Re 人 


5 e?xin k =) 

gonn, kat 

= 2nxu(1 一 2aal) b 
x(a), Bm (008 ee 

mi 


这 样 由 定理 2.4 BIT AS, 

引 理 ?2.2 Bad H—-P EMBARK, ERA, xX 为 
mod k 的 实 原 特征 , 以 及 g.c .4.(6, 4) =1。 则 在 定理 2.4 的 假设 
下 , 有 


各 im(CZGe, x14) -x(-DL6, xl49) 
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+ 1 ~2aa, Ly 
o T u(m) com | É 2 2a 2 
= /lg 一 一 二 一 


dl- 2ad, 
Fags —oz b 
+Imlogn nu 


-aga 2 Pa) Pa, 

其 中 aecz, 满足 2aa, =1 (mod k), n Æ Dedekind n- x, 

证 明 第 二 项 的 计算 用 了 第 二 章 $1.6 的 定理 1.8, EAR 
然 。 

同样 可 得 下 面 的 引 理 。 

引 理 2.8 Rd 为 一 个 正 的 基本 判别 式 ， 正 偶数 对 dg，X 为 
mod 的 实 原 特征 ， 且 9g.c.d.(a, d)=1, 则 在 定理 2.4 的 假定 
F.A: 


Jims, x14) -x(-DZ(s, x] 49) 


x /x 9 (k) 
ae pK) 


(: + 1 - aa, b 
a H m wt 2a 


L<me% m 


1 -aa 
Zy Og -b 
+ Im log y\ ~-- ， 


m 
Rha Ez, HR Æ aa, =1 (mod d), n Æ Dedekind -函数 ， 
特别 的 取 8&=4 或 8, 即 有 下 面 的 引 理 ， 
引 理 2.4 设 4= fa 为 基本 判别 式 ， mre k=4 ut 8, d 为 正 
奇数 ,xX 为 mod 的 实 原 特征 , 即 


o (5) (28), 


(Kronecker 符号 ) 再 设 = Ox = [1], pani, b=0, ¢= — ‘ 


AR PE 205 
Jums, xA -x DG, xA) 


+ NT (2 Im log 0 (Eys) ~ Imlog a(g )} 


Jep n X Dedekind n- mB, 


本 章 评注 


1. 极限 公式 的 经 典 内 容 除 上 述 已 列 的 O.L.Siegel 的 书 以 
bh, 还 可 参考 D.Zagior 1, 
”2. 定理 1.2 采 自 参考 文献 [59], 它 将 在 第 六 章 和 第 七 章 中 
发 挥 作 用 。 
3. 82.2 5 62.4 的 内 容 采 自 参 考 文献 [60] . 
4. §2.3 中 所 用 方法 与 H. stark!) 的 略 有 不 同 。 


第 4 齐 


Gauss 类 数 猜想 的 一 般 性 讨论 


由 第 二 章 知道 , 对 一 个 二 次 域 疏 =@(wvw)， Hd HK 
判别 式 , RK RNA BLA, xe) BOAR, 在 实 二 次 域 里 ， 
还 与 正则 子 log se(e 是 K 的 基本 单位 ) 密 切 相 关 。 在 本 章 中 , RN 
首先 讨论 LG, xa) HBr, WHE Siegel 定理 及 其 改进 ， 以 便 明了 
Gauss 类 数 问 题 困 难 之 挫 在 ， 然 后 对 实 二 次 域 讨论 正则 子 与 连 分 

数 展开 式 周 期 长 度 的 关系 ， 这 样 才能 明白 为 什么 实 二 次 域 的 类 数 
O 问题 远 为 困难 得 多 。 本 章 也 是 以 后 两 章 的 准备 ， 有 了 这 些 准备 之 


后 ,才能 深入 地 研究 Gauss 类 数 问题 。 在 本 章 的 末尾 再 介绍 一 下 
Euclid if. 


§ 1 Dirichlet 一 函数 的 零点 分 布 和 阶 的 估计 


1.1 Dirichjlet 世 -项 数 的 一 般 讨 论 


本 小 节 中 列举 Dirichlet LL- 水 数 的 一 些 性 质 (可 参考 , 潘 承 测 
HEREESIA CEM). 

设 k Ay APE HL, 对 mod$ 的 特征 x, 考虑 下 列 的 Dirichlet 
二 -函数 : 


LCs, x) s54, s =Ø0 +it, Res =0>1, 


4 k=1 m, LCs, X) 即 为 Riemann 上 函数 C(s), 
引 理 1.1 (1) Riemann 6 RH 


6(s) =$, s=0+ tt, Res =0>1, 
可 以 解析 开拓 到 整个 3 平面 , 成 为 s WTF, CMAN A 
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点 是 一 阶 极点 =I, ki s =1 处 的 Laurent 展 式 是 


E) =— + OD- (s -1 
其 中 y 1 
人 
是 Euler 常数 ,而 mn 宇 1 时 ， 


y, = lim $ oem)" Gogm)" - fog), 


N= \ nal n+ 
Ya (n =0) BER J Stieltjes 常 M 
(2) €(s8) WE RRO 


E(s)def - z $ (8— -Da-ir(S JEG) = E(1-s), 
HH EOE- MERR, 它 的 无 穷 多 个 零点 ， 全 在 临界 竖 长 条 
0<o<1 中 ,5(0) = 了。 


因此 上 (s) 除 在 s = -nlan EZ, mn) 处 有 一 阶 零 点 (这 些 零 
点 均 称 为 显然 零点 ) 以 外 , 它 的 其 余 的 无 穷 多 个 零点 PP (这 些 零点 
称 为 非 显 然 堆 点 ), 全 在 临界 竖 长 条 0<o<i 中 ， 
p=B+ ia, 0<8<1, 
同时 还 有 : Im=ax0, HP, P, 1-P, 1 一 P 同 为 零点 。 
(3) 4 sP, +1, -2n(n=1, 2, --) Bt, 有: 


(a) __~1 yt l .1 
KONEET) +B+ Z+ Glogs + 3X 325 +=) 


1 ` 

>> eas 7 on) 
Fe Ay A AAR EEF AAS SG) 的 任何 非 显然 零 
点 p 与 显然 零点 -2n 的 有 界 闭 区 域 上 一 致 收敛 , 而 常数 


B=-> Re = -1-} + $ log(4r) = — 0.023095... 
(4) Riemann sf CE CO) WARMERS 
Re s =o= 1 


2 
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这 条 直线 上 。 
(5) EO) = -g 6-20) = SY" Bat, 2, e), 


En) s Zirin Osa), 2, +), 


其 中 B, 是 Bernoulli žr, 
2 =l- łe -mp 2 
gor =t 9? t XC 1) B, Onr’ 
特别 的 有 ] | 
B: = =, B, = 30 ， B; = 49 9 B, = -30-， 
5 691 _7 _ 38617 
B: = -66， Pe = -730 > Brag, PBs=—s10- 
43867 p 174611 
798 °? P7 Bag 


(6) 6(s) 的 非 显 然 零点 P=B+ sa， pla! dy BIKER HE 
列 的 最 初 五 十 万 个 ， 都 有 B= >, 其 中 最 初 的 二 十 个 是 


p= 3 ta,(1<j<l0), 


R a, 的 值 如 下 表 所 示 、 
a, = 14.134725, xz = 21 022040, 
as = 25.010856, a, = 80. 424878, 
a = 32.935057, a, = 37. 586176, 
a, = 40.918720, ag = 43.327073, 
a, = 48.095150, a10= 49.773832, 


EE hoy HBR ENE AZAR BA A ON A oR, A 
是 准确 的 .上 述 数 值 取 自 互 .M.EawardqsCRiemannyvs zeta Fun- 
ction» p.96, 

引 理 1.2 (1) Rx A mod k HE, pk yA eR, 
则 上 (s, 办 可 以 解析 开拓 到 整个 s PH. H xR mod k iy g | 
征 时 , LCs, DORITE Bes 当 x 是 mod 的 主 特征 时 ， L(s, 
DEO -p7p 2328), MADE L(s, x) 成 为 -个 半 
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纯 函 数 , 它 仅 有 的 奇 点 是 一 阶 极点 s =1, WERE PO, 


p(k) Æ Euler 函数 。 
(2) wk>3, H xÆ mod k 的 原 特 征 , 则 有 函数 方程 


def /大 二 (s+8x) 3 
se (EY (e)re » 


ME aea 

= -y isxE(1 — 8s, x), 
其 中 rGD = Sklaer yy Gauss 和 ; 0x= z -x(-1)) = OR 
1, 视 X( 一 1) =1 或 -1 而 定 , 并 且 &(s, Xj) 是 一 阶 整 函 数 ， 它 的 无 
穷 多 个 零点 全 在 临界 竖 长 条 0<o<1l1 E, 

FA ith, 这 时 的 L(s, ORES 一 一 (2n +Gx) (n= 9, 1, 2, -AÈ 
AWE AR RES AIRA RRAN CENRRNAAS 
Ar 3 (GES AIR AER ARR), 全 在 临界 竖 长 条 0<c< 工 
E: 

P, = B, + iary, <B <I, 
P: 与 L-P, 同 为 零点 ， 如 Xx 还 为 实 特征 ， 则 Px 与 px 同 为 零点 。 

(3) 在 2) 的 假定 下 ， 当 SH#P,, — (2n + ôx) (n= 0, 1, 2, vee) 
时 , 有 


工 
Te, x)= D+ tos + + Qn -g ) 


5 7) 


其 中 右边 的 两 个 级 数 分 别 在 任 一 个 不 包含 LCs， O 的 显然 零点 和 
非 显然 零点 的 有 界 闲 区 域 上 一 Suk 常数 
D= B(x) + 3+ 2 log * rE 
而 B(x) 为 仅 依赖 于 YX 的 一 个 常数 , 它 具 有 性 质 ， 
B(x) = BG), Re B(x)= -Z Re > <0, 


x 


从 而 有 : 
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7 
-Re (s, n= —y log 245 Re ($5 %. 


-J Rey 


(4) 4x 为 mod% 的 非 原 特 征 时 ， 命 X Bernat, mu 是 与 
x 等 价 的 mod F 的 原 特征 。 则 由 (Pp RRR) 
L(s, x)=L(s, m)ITG -x (p) p`), sec 


可 知 工 (s, DLs, x) 仅 可 能 在 虚 轴 上 多 出 一 些 零点 《至 多 是 
可 数 无 穷 多 个 ), 这 些 零 点 仍 看 作 二 (s,， OHBREA, KH LG, 
DILE, x 具有 相同 的 非 显然 零点 。 
(5) Hecke 猜想 对 实 特征 X 有 
L(s, x) 0, mO<s<l, 
(6) 广义 Riemann 猜想 (GRH) x} 4 — 4 Dirichlet 特征 
x, L(s, ) 的 所 有 非 显 然 零 点 全 在 


1 
Res =o = 
es =0 5 


这 条 直线 上 。 
引 理 1.3 设 % 为 一 个 正 整 数 , M=max{k, kiti, [0}, 
L(s, k) = Ic, X), $= o+ Ut, 


这 里 x 路过 所 有 pk) 4s mod 的 Dirichlet 特征 。 

则 Ls, KKM 

{s,0>1-— (10 logM)-!) 

中 至 多 有 一 个 零点 ， 并 且 如 果 这 个 零点 存在 的 话 ， 一 定 是 一 阶 零 
有点， 同时 这 个 唯一 可 能 的 单 零 点 一 定 是 由 mod k 的 一 个 实 的 非 主 
特征 x 所 对 应 的 函数 上 (s, x) 的 实 的 单 堆 点。 如果 这 个 实 单 零 
点 确实 存在 的 话 , 就 称 为 例外 零点 ， 也 称 为 Siegel 零点 , 相应 的 模 
上 称 为 例外 模 ,， x 称 为 例外 特征 。 引 理 1.3 与 下 面 的 引 理 , 可 见于 
潘 承 彤 与 潘 夭 洞 著 《 解 析 数 论 基 础 ?。 

引 理 1.4 设 与 加 分 别 是 mod k, 3 modk, 的 实 原 特征 . 
H xwx H h 与 8: HW Ls, x) 与 2(s, x) WERE, 
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则 有 
min {B,, B} <1- (4logM,)-', M,= max, 13, Ay ah 


由 上 述 两 个 引 理 可 得 下 面 引 理 ， 
引 理 1.5 r> 为 一 个 固定 的 正 实数 。 则 在 模 小 于 等 于 
s 的 所 有 实 原 特征 中 , 仅 可 能 有 一 个 Xxmod &, 使 得 L(s, Xx) 有 一 
个 实 单 零点 满足 
B>1i- (0logr)-! , 
此 外, 如 果 有 实 特 征 x, modhi, kie, 使 得 L(s， WARE 
Bi>1- (A0logz)-!, 
则 必然 是 MNS PA Bx Sx SH, 
附注 ”本 引 理 中 的 4，x，8B 分 别称 为 % 阶 的 例外 模 、 例 外 特 
古 、 例 外 零点 (也 称 为 Niegel #4), 
1.2 Siegel-Tatuzawa 定理 
引 理 1.6 Bex A mods 的 实 原 特 征 , b> 10°, 则 有 
(1) 如 对 86<s<l, Æ LC, x) +90, 其 中 6 为 一 个 满足 
1— 8< (12 logk)-! 
的 正常 数 , 则 有 
LU, x) >1.51(1 -8); 


(2) it S<s<l, @L(s, x)%0, MA 
Ll, x >(1.51llogkh) t, 
TA SZKRK=-Q(V Id X K KANAE 


xx 
(Kronecker 符号 )。 于 是 &= | 中 ， 并 有 
Ex (s) =€(s)L(s, x), sEC, (4.1) 
这 里 用 到 前 几 章 的 理论 。 由 于 X AE mod & ith N EE, H 
Gauss 和 
T( = JS kis, 
这 样 , 由 上 小 节 的 引 理工 2 即 知 , Cx (Ss) 满足 下列 函数 方程 
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_ s rf =. a 
ĉr -s)= ahr me) Fos E 2D » 


i-s 
Cat 
‘Ex(S),. (4.2) 
在 5(s) (Res >1) fy Kuler RAIARG@S1, | 正 整数 ) (参考 
5K ERS <TR EMP ) 
i-s 
LAC 
SESSE (s+ 3-2) NT 
-s (s+ 1) (s +- UIO du (4.3) 


中 取 s=0>1, a=1, /=4 即 有 
6(0) = +b, (L) +obGD +00 +1)b5(1) 


+o(@ +1) (0+ 2)6,(1) 


-o (0 + 1) (0+2) 0+3) f > b 4 Cu) du, 


(4.4) 
其 中 b: (u) 是 Kuler 函数 ， 


bi (u) = {u} — 


b; (u) = 2 (uy? — 2 yd, 
b; (u) = E L 3- 4a L iu? + a5 (u, 


b,(u) =- or {u}* -re ~ {U}? +r {u}? -30> . 


RE {u E uR RA — A b) E uA 1 aw 
数 ， HE: 


bı, (0) = bz, (0) + f“ bi Cu)du, b2241 (0) = 0, 
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ba (0) = CDR, ll, 


(21) 1 
B, 是 Bernoulli 数 。 
一 般 地 有 
| bas (w) |<] b22(0) |, UI, (4.5) 
所 以 有 ad=- be(1) = a 
b3(1) =0, b,(0) = b4(1) = — 725° (4.6) 
LAI 700° (4.7) 
ib h (4.7), A 
-o0 +1) (0+2)(0+ 3) [> du <Ir +2) 


(4.8) 


Ff (4.4), (4.6) 543A 


Eo) = CC® oer ase) 6,0>1, 0<0<1, 


(4.9) 
特别 有 
‘(9 j<- “37 
从 而 
E 
H Irel] =!r@ |, Te+1)=2r(2), 


V xT (22) =22-1T (2) T ( 2 十 x) 
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5 at 
(4-2) =2/8 |. 
r(-3+-$)) 412 2 
| 4 9 
所 以 由 G. D> (4.10) Fn (4. 11) AB 


| cx(-: 2 + 这)|< de (i +i a+r) (4.12) 
命 


- i], (4.11) 


a= - 5 - Bo, Ë <fo<1, w= k4, A>O, (4.13) 


wh (4.12) 


6; pate Srl + By) ads 
xt Janto JI +) 


(3 +e (F+ \as 
J, WV (a? +t) [I CCa +n) 
| (4.14) 


<1 A > gee (3460) 4 


由 (4.18) 可 得 
(a? + + 了 ((a+n)?+ oe (3 +B) +ë \((B0--5) 
+e (G ay eCG a) ee) 
x((2 =A) A +e) 
oe) E) 
de + (+) 
eE e, a 
其 中 用 到 
(Te +? +e N + )-(g+#) 
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9 ay 25 g 
«(f+ Aa tË) 
_ 369 |, 12009 60 
~ F094 — 256 
Hy (4.14) 5 (4.15) W4% 


t +f > 0, 


ae 人 Cg(Cs+pBuzds | 0,17544- Gte), (4.16) 
7 sf +n) 
其 中 用 到 左边 
5445 po (34e)a (7% 5446 r (848)4 .7 
< yal O E OEE 


Saga E 


1089 „s 
= BI k? (3+4) 4, 


KER m>2, fr 
W (5) = 站 om+s)-s 久 -Droe-D( AE), 


WWE s 的 m 一 1 次 多 项 式 ,直接 计算 可 得 。 
W(-u)=my, mo<u<m-1, 故 W(s) =m), 
即 得 , 对 任意 正 整数 m>>2, 有 


让 w+s-s BC-D"o-D er =m, #m>2, 


AM 
m (-1)'(n- Í) _ 1 . 
Gis” i ni (m-n) (n+ s) imr F wd, 
nn? 


s40, -2, —3, =, -(m-1), —m, (4.17) 
HERR m>2, fr 
-1)*(n-1) 


1 _2C-D*(n-) 
ro -| ar m] RL Rm 9” 如 O<y<15 (4.18) 
wy>l, 
易 见 


_d-y", yi-y* 
gy) = 一 一 一 一 mI + Am- Dr” in O<y<1, m>2, 
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(4.19) 
故 
gy) >0, m y>, ETTORE mO<y<1, (4.20) 
FH (4.18) 6 (4.17) & 
x 1 
fv TOLA IOUS ars E- ny(m—n)1(n+8) 
_ 1 
s[I(n+s) 
fmm>2, H s0, -2, -3, --, ~(m—-1), —m, Pe Mellin 
AE PR RRA SRA SRR BS PTAC Mp ), 可 有 
1 (tt yfds 1 
“Omn nm EG >h 如 m>2, y>0, (4.21 
274) 2-4 SIIC +) (|) ) 
因为 对 Reso, A 
ox (S) = BINGE) 
这 里 20 跑 过 发 的 所 有 整理 想 , 在 (4.21) PR m=6, 可 得 
pitt LM G(s + Baad 
WY 2 sLECS +9) 


= N eo-a- -SCDE -DNN Y ) 


NAD <2 ny G—n)} T 


1 8 D'a- 


Ta n] 


(4.22) 
这 里 2 it KAR < oH, 为 一 个 给 定 的 正 实 
数 k4, Ba = #4。 
由 于 对 每 一 个 正 整数 m, m 均 是 K 中 某 个 整理 想 的 范 , 并 且 
由 (4.20) 和 (4.22) 右 边 的 每 一 项 均 大 于 等 于 0。 这 样 , 由 (4.22) 与 
(4.13) 77 49 


s> Bar (t= ADe- (FY) 


lam<VZ 


= ea -2K -De"e-D 人 a jo" > 


l<meVvgs 
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T? 1 6 a 6 a 
>- Tal OCP @-D(, )e 
(a/m)? 一 、，- 
x (L+ 6(\/ T)? )， (4.23) 
其 中 实数 4 满足 9| <1, HAA 
1 x? 1 
eyes m6- [./ a]? 
m”? = (ny +O T), n2, 


lemy z 


这 两 者 都 是 熟知 的 ， TAES RH AIRED 第 五 章 。 
这 样 , 由 (4.23) 可 得 
(—1)"(n —1) 


x 
> 2n Ha (a) 


-= e-D(Ë) 


m? 1 281 1 129 
=- Jr 23r e 
m 281 ， 1 
2-6 [Vyr ett 231 ry =z) 
a 2.512 . 
“Tis ba .639， 如 A>0.88, (4.24) 
另 一 方面 ， 22) 左边 的 积分 路 和 色 移 到 Res =a， 即 得 
r= sf’ wt Cx(s+ Boats , Ld, pai” 
or A Aa) Io + 1-60) 
_ -2 
+ -in Bo) -rC pt pole pe (4.25) 


其 中 还 用 到 (4.1) 。 
S c>0 是 一 个 待定 的 正 实数 ， FLSE J LCs, x) 的 一 个 
实 零 点 , 它 满足 


1 -Bo< -Toph 
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如 采 ee ee 否则 就 置 

Bo=1 一 -0%-( 设 它 仍 满足 h>). 
这 样 做 之 后 , 易 见 x (Be) <0 -Ex + Bo) <9, FE 


1 -Bo< er 


og k 


可 得 


a fax ge, a(S + Bo )> 9 -A—-——— Ér 。 


因此 由 (4.16)、 (4.24) 和 (4.25) 以 及 上 述说 明 , 可 有 


LQ, 1.639 0.175 
ae AY me > pe -10 mee 88, (4.26) 


这 样 在 第 一 种 情况 下 , FRA=0.92, c= -> 而 在 第 二 种 情况 下 ， 


取 4=0.89, =1， 即 可 由 (4.26) 得 出 引 理 所 需 的 两 个 结论 。 
引 理 证 毕 。 
定理 1.1 〈0.L.Siegelts2) 设 k 为 一 个 正 整 数 ,X 为 mod k 的 
实 原 特征 。 则 对 任 给 的 正常 数 e。>0, 均 存 在 一 个 仅 依 赖 于 £ 的 正 
常数 c(e), 使 
L(1, x) >=), 


证 明 RASTA IS ETRE ER p.299. 
附注 ERA LL cle), 不 是 实效 的 ， 即 不 是 可 以 有 
效 地 计算 的 。 


定理 1. eC ahorawa ny) 设 正 常数 se 满足 0<e< — 


正 整数 万 满 足 4> oz:。 那 么 ,除去 至 多 可 能 有 一 个 例外 情况 以 外 ， 
对 每 一 个 mod k 的 实 原 特 征 x, 均 有 
Ld, X> 0 . 5e ， 
上 述 两 个 定理 合 称 为 Siegel-Tatuzawa 定理 。 在 本 小 节 中 ,我 
们 的 主要 目的 是 证 明 下 面 的 定理 ， 
定理 1.3 设 任 给 的 正常 数 e WE O<e<(6logl0)-1, E w& 
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数 1> oz。 那么 ,除去 至 多 可 能 有 一 个 例外 情况 以 Sb, E+ 
mod k 的 实 原 特征 为 均 有 
14e ) 


1 
L, x >min( BIg’ aa 
WA SERA 8 满足 0<e 委 (6log 10) -5 H9 ki 是 使 得 
ky >e™ H mod hy 的 实 原 特征 满足 
L1, xi) <(8logk,)-* 
的 最 小 正 整 数 , 首先 可 知 k R-k 是 一 个 基本 判别 式 , E 


n) = (F ) 或 (一 全) Kronecker 符号 )。 


* 


由 引 理 1.6, apa Lis, Xi) 有 实 零 点 Bi, Bi 满足 
1 —B,< (12logh)™. (4.27) 


设 因 是 一 个 正 整数 , 它 满足 b> et, 1 或 -是 基本 判别 式 ， 
x 是 mod k 的 实 原 特征 。 由 上 述 而 BORIS, A bhi. 
现在 我 们 断定 除去 为 可 能 会 是 例外 , 总 有 


Ld, x) >min =e) (4.28) 


( 1 
Blogk? hr/ 
应 对 > 如 证 明 (4.28)。 令 
| d= +h, h= th, 
为 相应 的 基本 判别 式 , 则 有 
x =(£), m@)=(*), (4.29) 


其 中 这 二 个 等 式 的 右边 均 为 Kronecker 符号 。 

不 难 知 道 有 且 仅 有 以 下 四 种 可 能 ， 

(1) d=dyd’, dy = dodi, 
其 中 dy, d, di 均 为 基本 判别 式 ， 且 它们 是 两 两 互 素 的 。 这 时 a, 
= Wd 也 是 基本 判别 式 ,注意 这 时 也 可 能 di =1, 但 这 将 对 证 明 没 
有 妨碍 ; 

(2) d= —4dod’, di = +8dyd}, 
Hip 4d, 43dq, d', di 均 为 基本 判别 式 , H g.c.d. (4d, d’) = 
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g.c.d. (Buo, L) =g.c.d.(d, di) =1, 从 而 de= F8d’d, 也 是 基 
本 判别 式 , 注意 此 时 也 可 能 d'= 1 但 无 妨 ， 

(3) d= t8dod’, dy = F8dod}, 
其 中 +8d, d, dig wy BAW MR, H gcd. 8h, d) = 
g.¢.d. (Sdo, di) =g.c.d.(d’, di) =1, 从 而 d= -4d'di 也 是 基本 
判别 式 , BERG Lay BE d= LES 

(4) d= +8d,d’, di = —4dodi, : 
其 中 +8do, —4do, d', di 均 为 基本 判别 式 , AA g.c.d. (8do, d') = 
g.c.d. (ddo, di) =g.c.d.(d', d) =1， MT de= F8d'di 也 是 基 
本 判别 式 , 注意 此 时 也 可 能 di =1 但 无 妨 ， 

以 上 四 种 情况 中 , 都 定义 了 相应 的 基本 判别 式 d。。 令 


ka= [da], xX2(*) =( 2 ) 


(Kronecker 符号 ) 为 mod k: 的 实 原 特征 , 不 难看 到 有 
dy (dd; (Ep Ky lki); X (m) = xn) X1(%), 如 g. c.d. (m. dd,) 


-1 (4.30) 
双 二 次 域 F=Q(VT, dj) 的 Dedekind 6- 函 数 
Ep(s) =C(s)L(s, x)L(s, x) L(8, X), (4.81) 


这 可 参见 工 . 0. Washington # «Introduction to Oyclotomic 
Fields> 4.5 2. ff 


Ep (s) = 51-4, Res >1, (4.32) 
用 Euler 乘积 , 并 分 别 对 每 一 个 有 理 素数 2 进行 考察 , 即 可 推 知 
4,220, gn>1 n=1, 2，.…) 。 (4.33) 


注意 , (4.33) 的 推导 中 用 到 prddy 时 ,Xa(2) =x(p)x1(p), Mit 
知 对 任 一 个 素数 p,x(P),， NCP), xP 不 同 为 - 工 并 可 知 其 中 
有 一 个 是 零 时 ,一 定 还 有 一 个 也 是 零 。 

由 (4.31) 及 6(s), Lis, x), L(s, m), LCs, x) 的 函数 方程 
(参见 81. 了 1), 可 以 得 到 bp (5) 的 函数 方程 ， 
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E 


x (zs) p(s), (4.34) 
其 中 
dp = ddid;, 
4, _ | 0 如 x( 一 1) =Xxi(—1) =I, 
r=] 0, na 2， sii. (4.35) 
命 


a= T> B, o= |dp]4, 正常 数 4>0.8。 (4.36) 
由 函数 方程 (4.34) 可 知人 为 实数 )， 


- 5 +i) 
5 .£ 
-( LA ) r(4 -ig ) | 
=ar) | 77 8 ot 
r r(-ġ tiz) | 


ee) “| I + ei 4 
“tent ) Jatt} jan 


其 中 用 到 (4.35) 及 工 -函数 的 2 因此 由 (4.10) ， 即 有 


[Ep (a+ Bi + it) (i joel ) (ate) (Geely, 
(4.37) 


Hi (4.86), (4.87) 7743 
91 fatis Ses + Bæ ds | 


ol | I1(s +n) 
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2835.114 +Ë) (at? 
og dp]? [Greeny (4.38) 
JI Ca +n)? +t) 


[Kerm tD T(E 2 ) 
II ( em +) +) 


m= (0) 


>( + pey G y GHY. 
(4.39) 
这 里 用 到 


Ge EE e Eee), 
(Gte e JC rei +# ), 
(e e Ere)> eG e) 


这 样 由 (4.38) 5 (4.39) 可 得 
| 91 f% Sp (s +B) ads 
| Qn) atx TTCs +n) 


2835:114 = 
< 


819279 tet +g 


_ 2835-114 2da A 0.048545 
819973 : Idg | | “Tr a, 4G 9 (4.40) 


其 中 用 到 (4.36;，a= -3-b 
HERR m, f 
VGs) Soe +0, 
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则 VC(s) 是 8 的 4 次 多 项 式 。 容 易 证 明 
V (u) =m}, il 0O<uxm, 
这 证 明了 


Š (EL (s +1) =m}, m=[1, 2, s.e 
于 是 


A-9" pgy= 1 $C) (7)=- +, 


0 M) m! fm (8 +b) 


mil, s40 , -1, =, ~m, 
这 样 , 由 Mellin 变换 可 得 ( 取 m%=9) 


oi ee yds E E ~ Z), i im y>1, 


Zadoco 十 
IG 5) yn0<y<l, 
由 此 可 得 
Si 1 | Ep (S + Bi) x*ds 
Ori Jai% TIC +n) 
D, a. in-(1- 2), (4.41) 
py (4.32) 与 (4. 41), 可 得 
10 
9 [> eye n =z —-(1-#-\'> > “gph oe. 


(4.42) 
这 里 用 到 
= |dp14> (kk,)™ > 10208 = 10%, 

把 人 .41) 左 边 的 积分 的 路 径 移 到 Res=a, 即 有 
Iegi eG thee + Ld, QLA, WIA, mo 
Oni a foo Il(n+s) (1 ~ BIT +1 - By) 
iD ieget, tp(-24 Ao" 

9} 8} 2.7 。 


(4.43) 
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我 们 有 
6p‘B1) =O, Cp(-1+ 8A) >0, (4.44) 
前 一 个 等 式 由 Bi 为 L(s, Xi) 的 一 个 零点 及 (4.31) 可 得 ,后 一 不 等 
式 可 由 函数 方程 (4.34) 及 B1<1 得 出 。 
Ok FH PRU TT FB (4. 34) 可 得 


o< “él aae = 36( vel. a5 Ba 


ee r( se) A.) | TO-A y 
r( 一 人 By ) (-4+8;) 
Ep (3 — By) - idg] 7", 7 (4.45) 


由 /函数 性 质 可 得 ( 兄 文献 [20]p.937 的 2, 与 p.938 的 8.) 
0< Pee -B) _ (2- - Ay)? FL -8) 


r(—2+8,)~ 
= -BD A-8)? . 7 
TGN sinB) 


-~ -BDF -8) x(l—AB) 
THOU+BD): sinl -8)) 


< @- CoP) Ri (1-8) x -22 225n 
0.88567 2D S 2048 x 0.88567 ° 


最 后 一 步 是 因为 3 ~<a<l wy, C-D  —a) z n= 处 达到 最 


(4.46) 


225 
ioe 

A> Bp = -B ， 则 - S <B: <p BA 

rí 3 — By T 

2 TAB -b) _ Vz 18-8) @&-1) 

r(A) rt BD "27 TB TE 


MA r (2 一 | BDA- ~ By) (1 — By) 
22-A — 16 — Bz) T(B;) 
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_ va (2-8) 1-6) sinzrps 


S oga P(B) Sinrpi 
-v7 (2-6)A-f)s 1 
93-8 rd + Bi) Jcosx Bo ° 
(4.47) 
由 
o<- ,Ek-B < 1 
cOSTA sinf as “BD S 4sin 2 2/8 72 
Prd +8;) .0.8856 
及 (4.47) 可 得 
3- By 
rma) | ve ne-aoe 
r a BA 2V2- S J2 x9. 8856 
aaa) 
VE (4.48) 


ia EDENES it, 2 (2 -人 ?的 最 大 值 在 人 = 工时 达到 。 
Hy (4.45) , (4.46) #1 (4.48) WA, 
an fi =- 4, yz =0, 则 


0 36 ( VEJ y 
a87. 0848、/ 2 一 、 -V2 


A) [dp | 724+25-21 < D. 00813 | dy | -24t2+5- aa, 
lanes hed, 则 


QlEp( -2+B)2-? . 36 225 2 
0< SSR. < Of 440m 
IT STIEN 2048-0-8856"" ) 


2 \4 
x (4,-) [dy | -2A+2*5=81 < 0. 00088 dp | -24+2.5-01 


这 样 , 总 有 
91 Ep( -24+8,) a7 
0< gy <0.00318|dg| -4+25-0:, (4,49) 
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2 
取 A=- m, 
9 + By 
: 8 
出 0.8<4<5， 


因此 由 (4.40)、(4.42)、(4.43)、(4.44) 和 (和 4.49) 可 得 
1.59470 -8,) <2, OT, x) Ld, xpt: (4.50) 


这 里 还 要 用 到 . 
0.00313 }d,,)-24*2-5-# = 0.00313 }d, [4-247 


<0.00818 |d,|~38<0.00818%,-3 


<0,00313.10-? < 0.001453, 
81.14. 3) Be, 如 0>1, WA 


a _ Pad J? L’ L’ 
-2E (0) = (0) +T (0 X) + (0h) += 2) 


_ 1 _1 1 
= 二 二 +2y + 2logx ggde] + — 5 
< J + Ô 
vran Z Oars, tony? 68D 


这 里 xo 表 示 mmodI 的 主 特征 ， 
2 - 22 9(-) 
a ie 


P 跑 过 Ce(s) 的 所 有 非 显 然 零点 ， 且 排列 方式 是 将 p 与 5 放 在 一 
起 。 由 于 0>1 时 Ep(0)<0, Cp) >0, 即 中 (他 .5) 可 知 有 
> -t<i Jiogldr], o>1, (4.52) 


pes 


这 里 上 为 任 一 个 由 Ep(s) 的 若干 实 零点 组 成 的 集合 ，& 也 可 能 是 
空 集 。 
特别 取 
o=1 + 了 OO @=2(./2-1), 
则 由 (4.52) 可 知 Cp Gs) BHA—-+RSK BW 


B>1 2(./2 -1)? 


.$8 
logid] ° (4.53) 
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fn LG, x) 在 区 间 (1 ea 1 ) 中 无 根 , 则 由 引 理 1.6 


即 知 有 
1 1 
La, x) >= “Jog k > Blogk Blogk ’ 
由 此 即 得 所 需 。 如 果 上 (1， een fags HB B, WU H (4.53) 即 知 
有 


2(./2 -1): Dan 20/2 -3)? | 
1 -Bi> log dar 或 1 B> elda (4.54) 


如 果 (4.5 名 的 第 二 个 不 等 式 成 立 , 则 由 B 的 定义 , 应 有 
2(V2 -D1 
log dy | “I2log {dy ， 
由 此 可 得 
[dp] > |d|- sdf, 
又 因 dp = dd414;， 从 而 与 (用 (4.30)) 
ldp|< jdd, |*< |a|* 


矛盾 。 因 此 必 有 
2 2-D): (V2 -1)? 
1 -R> og |dy] > Tog (kk) 7° (4.55) 
命 
M =1.+ [Vk:logk:], (4.58) 


由 h>3, 即 知 M>>2。 于 是 由 Polya-Vinogradov 不 等 式 
| ,2,0 | < vT: logt, 
即 有 (并 用 kkk) 


<2+y+4+log (1 + /hlogk,) 

<2+y+log (1 + Khlog(%h)) 

<0.721og(kh), ty kky1077, (4.57) 
MH (4.36) 
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0,1337 
mi-e 一 lap| A(i- 41) < (kki) 24 (1-83) 一 (kk) Twa, (4. 58) 
这 里 用 到 (4.27) 太 


4= 芽 站 By? 


~0.1336.--< 0.1837, 


4 (6log10) 


6 
» h>10°, -30(6Iog10) -T 


从 而 


4(1 —B,) 10 10 
24(1 -BP)= TBIp T.58, <a Be -4 


r S 
4 1 < éC .1 
=o Took, < 30(6log10) -1 Togh; 
30-a O E 
0.1337 
-Togh 
PRE h (4.50), (4.57) Fi (4.58) 得 到 


3.04 


LA, %) >- iek EIRT 4.59 
log ky, (1 + EAD) (kki) ee 、 


这 里 还 用 到 (4.55) 以 及 由 % 的 定义 ,有 
L(A, x) < (Slogh,)~*, 


1 
12]log ky 


命 


_ logk 
1= -Togh ’ >l, (4.60) 


当 4<6.62 时 , H (4.59) $5 (4.60) 即 知 , 有 


0.125 
Lc nepal 
(1, x)> ek 
这 里 用 到 
3.04n 
IETEN >0.125, my 1<n<6.62, 


因此 可 设 人 >6.62, 此 时 
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2log (n +1) <0.5331(n +1), 
WA 


LA, x) > 一 一 一 goes 4.61 
(Cog Hise" eo 


4 0<y<0.6668logk 时 ， “是 y 的 减 函 数 ， 即 log h < 
k 
0.6668logk 时 , (log k) k Tora" ae, 函数 。 我 们 已 设 > 
6.62>(0.6668)-1, $k 由 logh, > 二 (4.61) 即 有 


56 38928 
Ld, x) > = p (1. 56k03382°) , 


结合 
.5680.3332。 — 1. HG e0e3832etogt ~ {5G e0°33326 (6.621ogta) 
> 1. 56e%3332*6.62 > 14, 
得 到 
Ld, x)> e ， 


因此 得 到 所 要 证 明 的 。 定 理 证 毕 。 

附注 ”由 Siegel-Tatuzawa 定 理 立 即 可 知 , 当 负 的 基本 判别 式 
d>- 时 , HE KIRK = Q (VV 4) 的 类 数 hk =h(d)—> + 00, HF 
以 Gauss 关于 类 数 的 第 二 个 猜想 已 完全 证 明 。 
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HARZ RRK =Q d) (4d>0 为 判别 式 ), 它 的 每 一 个 
理想 类 和 中 都 有 一 个 代表 理想 
2( = | %， |， (4.62) 
其 中 有 理 整数 K， 8,¢ 满足 
g.c.d.(a, b, c) =], 
b’ + 4ac =d, 
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0<|b|<e<c, 


展开 qn= 
为 简单 连 分 数 , 则 由 第 一 章 已 知 , 应 有 
a = Gy, = bad ~ [ao G1, .…, Bl], (4.63) 
这 里 Qi, ** Gy, +, Gy 是 基本 周期 ， k 是 基本 周期 的 长 度 ， 记 为 
k= p(y), 
S oy 的 第 个 完全 商 为 
An 一 [on Bayi, t joint 2Q, d on n>0), (4.64) 


则 有 理 整 数 己 .，Q, … 满 足 
Past + P, =224,Q,(n>0) 5 Pies + 4QnQnat = d(n>Q) 9 (4.65) 
1<Q,<./d m0, IVd-28,| <P<vV danl), 


(4.66) 
FES = Oy 的 第 "个 渐 近 分 数 为 
-Pe = [eu Oy … 34] (n>0). (4.67) 
则 区 的 基本 单位 
e= Pu-i t vob dz-le (4.68) 


和 中 的 任 一 个 整理 想 久 都 具有 下 列 形状 ， 
S -= =6[ 4, b+ tM 4), 


其 中 有 理 数 @, b, 6 满足 4 二 1， ‘0, 46\d-B', 因为 
| b+ S/d 
24 


ag = 


相似 于 
b+ Ja 
2a 
《这 可 很 容易 地 由 相应 二 次 理 的 广义 相似 得 出 。 设 6= +1, 使 


((64, db, 601)) (ia) (Ca, 68, -0)), 


ay = 
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则 


bev a(t) < BETS), 
BD ag 的 简单 连 分 数 展开 式 的 基本 周期 的 长 度 与 ws 的 是 相等 
的 。 这 个 为 类 人 么 所 共有 的 长 度 邦 我 们 称 为 4 的 长 度 , 并 记 为 
k= p(A), (4.69) 
本 节 中 我 们 要 证 明 的 基本 结果 是 定理 2.1。 
定理 2.1 对 任 一 个 实 二 次 域 慌 =@(Cw5) (4>0 为 判别 式 )， 
存在 两 个 与 4 无关 的 正常 数 cl，cz， 使 
c x o < 
! ,ule C2s 
其 中 Er 为 K 的 理想 类 群 , h K A Ce 的 阶 ， 2 为 K 的 基本 单位 ， 
PA HAWKE, 定义 如 上 。 正 常数 c: 是 可 以 有 效 地 计算 的 ， 即 
它 是 实效 的 , 但 正常 数 c1 是 非 实效 的 ， 即 它 不 是 可 以 有 效 地 计算 
的 , 同时 除去 可 能 有 一 个 实 二 次 域 是 例外 , ci 可 以 是 实效 的 。 
附注 +> 


1 
p(K) hy iar p(A), 
FREAK 的 长 度 , 即 它 是 理想 类 的 平均 长 度 , 则 定理 2.1 可 改写 
为 
< <e, 


这 里 61, ci 是 与 六 无关 的 正常 数 。 Brel K i BEE SR K 的 
EWF loge 具有 相同 的 无 穷 大 阶 。 
定理 2.1 的 证 明 
对 d<2 的 域 , 定理 显然 成 立 , 故 可 设 d> 2%. 
实效 正常 数 cs 的 存在 是 很 明显 的 。 由 (4.68) 即 有 
1 ENGA 
>( 一 号 一) ， 


所 以 由 定义 (4.69) 有 
p(A) = k<c,loge, 
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1 

C2 = og EVE .078… 

这 样 得 到 了 定理 中 的 第 二 个 不 等 式 ， 而 定理 中 的 第 一 个 不 等 式 的 
证 明 , 就 没有 这 人 么 简单 了 。 


我 们 首先 来 证 明 下 列 等 式 
A) = 
BPOS Fy 1 (4.70) 


IVvg-2aleyev T 
Y* =d(mod4iz) 


事实 上 ,对 每 一 个 4E Bx 我 们 取 和 的 如 (4.62) 所 述 的 代表 理想 
U, 则 p(A) 一 p( Hy) 9 Pay) 即 为 ag 的 k 个 完全 商 

P, Jd 
208, 


的 个 数 。 由 (4.65) 与 (4.66) 即 知 这 些 < 时 全 均 作为 (4.70) 有 边 


(L <<n<h) 


a, = 


的 某 个 工艺 这 于 出现 。 反 之 ,对 右边 定义 出 的 一 个 Leys, A 


Q=X,P=2X+Y, Mos gA workin, 即 有 
0<a’<l<a, 
P?-d 
ER QO)", Ree mA 


2 和 上 + 了 a 
o =: tye >2. (4.71) 


这 样 , 由 第 一 章 的 引 理工 .9 即 知 ， 存 在 茶 个 Ae eg, 以 及 4 的 一 
个 如 (4.62) 所 述 的 代表 理想 & = | a, PHY) py 


2 
上 =2Q — Past +2 (Pas + Q,)t-2Q,¢?, (4.72) 
Q = Qui + tPars PQ, (4.73) 
Ilxi<a,, l<n<k, (4.74) 
因此 由 定义 及 (4.72)、(4.73) 有 
=r1tth, Rn, Y =20,¢-Pars, (4 75) 


由 (4.71) 与 (4.75) 可 得 
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D. TOMER aR ne 


2Q, 
= FEF Pri Qi 人 


最 后 一 步 还 用 了 (4.65)， 由 (4.76) 有 
La Vitio Rt -att VOTE (4.77) 
其 中 也 用 了 (4.65)。 由 (4.74)、(4.66) 有 
1<t<a,, 0<¥ zg <1, 
由 此 及 (4.77) 即 得 出 


t= One (4.78) 


H (4.78), (4.75) n (4.65) 即 有 
X=Q,-1, Y=P,, l<n<k, 


由 此 及 第 一 章 的 引 理工 .5 即 知 ， 卫 十 光 < 是 A 的 代表 理想 的 
viv? 


某 个 完全 商 。 显 然 完 全 商 与 


AY. SER, REAT UTO. 
下 面 由 (4.70) 出 发 来 证 明 我 们 的 定理 。 由 (4.70) 可 得 
roe PA= D) 之 1 


1<z<Y 4 Vd-2r<y ava 
7 ya mdcmodir) 


的 这 种 对 应 关系 是 双方 一 一 


=o > B faltan), (4.79) 
其 中 js(4m) 是 同 余 方 程 
a? = d(mod 4n) 
© mod dn 的 解数 。 由 第 一 章 的 引 理 2.13 即 知 
falin) = TT fa(p™), (4.80) 


这 里 卫 表 有 理 素数 , fs(1) =1, 以 及 
CD) 如 奇 素数 Pid, 则 (Xa(9) = (< ) 为 Kroneoker 符 号 ) 
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f a(p™ =1+Xxs(p), mal, 
(2) 如 奇 素数 pld, 则 
faCp) =1; fe(p™ =0， 如 M2; 
(3) 如 4 奇 , 即 4= 1(mod4) pt, 
fa = 2, 
fa”) =4, imal H d=1(mod8); 
fa”) =0, 如 m 之 1 H. d=5(mod8); 
(4) wmd, EP4d, m 人 =2 或 3(mod4)， 则 
f al2°) = fs(2°) = 2; f a (2) =0, im>4, 
这 样 , 命 
g( = y fan), nat, (4.81) 
则 由 上 述 可 知 
gn)>0, (4.82) 
县 有 


ae) DI = EOL, t), Res>1, (4.83) 


a 上 


G(s) 可 以 解析 开拓 至 整个 平面 ， 而 成 为 一 个 半 纯 函数 ， 并 在 
Res 之 了 中 除去 s = 工 这 个 一 阶 极点 外 是 解析 的 ,G(s) 在 s = Lab 
的 残 数 SL (L, x), Xal*) = 的 中 Kronecker 符号 ， 
ce 的 -a 
这 样 由 (4.79) (4.81) 即 得 
ae O> D vi gy”), (4.84) 


4 n(n) = jua) j, u X pdbius 函数 。 则 有 


KON n) 
ET -> , Res >1, (4.85) 


于 是 由 (4.83) 与 (4.85), 对 任 一 个 实数 卫 >1 有 
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2, CaO By, 0-a) Bema) 
= its Xam) 之 ， (1- \n (n) 


1<n< 


1 re Xs) ( > Xa gs 
= Ont Z—too s(s +1) Els) 人 > 


= 83x Xam) 1 fee X° 
wE fix mMm tari 1 an 8(8 +1) 
G(s) Xe m) 
Lts, Xa) ( 2, fer jas. (4.88) 
熟知 , 我 们 有 
e(z + it) KH logt, t=max{8x, |t]}, (4.87) 


其 中 "人 所 含 正常 数 为 一 个 可 以 有 效 计 算 的 绝对 正常 数 ， 
我 们 来 证 明 


Iga +6) [>= , mit| <2, (4.88) 


t=0 时 , (4.88) BR, 故 可 设 地 0， 且 不 妨 只 考虑 t>0, 由 Euler 
求 和 可 知 有 


6(8) =F ty tah ~s(s+1) 


-1 
5 {u} {u} + 
Sru Te os ont, eat, 


ut? 


由 此 即 有 
, i 1 lit Litl. 2+ itll du 
ed +6 |>| 544 +9 |- Eein, ntl fe 


T+ i(t- )| _ [1 +48) (2 +48) | 
19 4 


apy (24/404 (2-2) -t) - -V0+#) aF) 
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8&8 
ay 49 + = t) (4.89) 
这 是 因为 0<t<2 时 ， 
| 49 +( -+) 
TFAt 
是 上 的 减 函数 , 它 于 t=2 时 达到 极 小 值 = - 忆 -。 
又 0<i<2 时 ，49+ ( =? 6) 也 是 二 的 减 函数 ， 它 于 =2 
时 达到 极 小 值 65, 由 此 及 (4.89) 即 知 ( 人 .88) 成 立 。 
又 已 知 有 
E+ 4t)-log]t], 如 lt} 2, (4.90) 
其 中 “全 ?所 含 正 常数 为 可 以 有 效 计 算 的 绝对 正常 数 。 
(4.87) 与 (4.90) 可 殉 之 于 潘 承 润 与 潘 承 共 鞭 《解析 数论 基 
础 ?。 
设 ? 为 一 个 任意 给 定 的 正常 数 , BEBE 


工 
U<n<z. 


再 设 实数 了 满足 PKI, 4 


之 


— n 


zj Res =, A 


L 
XM) 214) D guu u 
1W.H<X % . . 2b igye2i 


„S xutt, 4.92) 
其 中 
L= Her l- (4.93) 


因此 , 用 分 部 求 和 , 由 (4.92) 即 有 
ye) «i +S) M(2'-)2 s=3+it, (4.94) 


lana xX 
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这 里 , 对 任 一 个 正 整 数 丸 , 定义 
M(N)= max | D xenon, (4.95) 


<N M<n<2M 


Heath-Brown?7) 证 W T 
M(N) KNB (T) Tt) )* (log (dT))?, 


2 
8 


如 NK ATS (rd)) Ë og (dT)) `F, (4.96) 

Hh T= Jt] +2, z( 办 是 了 的 正 因子 个 数 “ 人 ?所 含 的 正常 数 是 可 
有 效 计 算 的 绝对 正常 数 ， 

1 2. He) « (aT) 16 4, 8 =5 + tt, (4.97) 


“《z> 所 含 的 正常 数 仅 与 ?有 关 , 且 可 有 效 地 计算 。 
Burgess[8] 证 明了 ， 如 汪 如 上 给 定 ， 则 对 任意 的 正 整数 六 和 
H, 故 有 
DS x(n KAI, (4.98) 


N+ianiaN+H 


“《? 所 含 正常 数 仅 与 ?有 关 , 且 可 有 效 地 计算 。 
由 (4.98) 可 得 

Xan) _ ~ Xa (n) 

“mA = Ld, Xa) >a 


ánar 


=LQ, x) -5 p X0 


2i-1 Fn 1X n 


= L(1, Xe) +0(§ max 


1< 互 <21-: 卫 


x 7 
>a Xa) | 21- x) 


=L(l, x4) +0 a), (4.99) 
O 所 含 正常 数 仅 与 ?有 关 , 且 可 以 有 效 地 计算 。 
这 样 , Hy (4.86), (4.87), (4.88), (4.90), 、(4.97) 和 (4.99)， 
即 知 有 
(1 g(a) 一 SZ tg, Xa) 


por 
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«xia ta xagistt [ > (64 28°16 togt) ) gy 


a+ 
(4.100) 
“和 "所 含 正常 数 仅 与 9 有关, 且 可 以 有 效 地 计算 。 
由 于 tatas, 
故 (4.100) 右 边 的 税 分 收敛 。 从 而 由 (4.100) 即 知 , 当 
tT 0<n<5 
时 , 有 
PoR (1-5 VATTO IREE 3X ta, xa) + O(X1-?), (4.101) 


O 所 含 正常 数 仅 与 OAR, 且 可 有 效 地 计算 , 5 由 (9). 
(4.101) 成 立 的 范围 是 


0<o<h, TKI <d, (4.102) 
G(X) = 2, g(n), (4.103) 


则 有 
G(X) ==" Gu- DT- (4.104) 
Hy (4.82) A gm) >0, 故 可 知 对 任 给 的 满足 


0<0< 5 
的 正 数 P, 有 
1 rx a a 1 (1+p)X ~ 
FX |an EORR l, G()d&, (4.105) 
& XH 
aXe a, (4.106) 


并 取 
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ly 
p= 5X <3. (4.107) 


WMA H (4.101) —(4.104) 5 (4.106) —(4.107), WA 


, Lees et 
Ex) nox O8= Gy GF - &(A-)X)) 
aes xa) (X? (L—#)?X*) + O (X2) 
\X+OA, Xd)PX) +02 m) 
n= 9 = Ta (4.108) 
OO 所 含 正常 数 仅 与 ? 有关, 且 可 效 地 计算 。 
同 理 可 知 有 
(1+) X., 
an 9 
6 
= $e tos (4.109) 


0 所 含 正常 数 仅 与 有关 , 且 可 有 效 地 计算 . 
这 样 ,由 (4.103)、(4.105) 、(4.108) 与 (4.109) 即 得 ， 


对 任 一 个 满足 O<n< 8 的 正常 数 7, 如 实数 也 满足 
TS ET a 


则 有 
>) gin) =- Ll, Xa) X + OC XI), 


jenn 


_ 1 
M IZ +4.65 9 (4.110) 


O 所 含 正常 数 仅 与 ?3 有关, 且 可 有 效 地 计算 。 
由 (4.8g) 与 (4.110) 得 知 ， 当 d>2 时 , 对 Ocg A 
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-y t-m 
I (4 S210, x) VT+ 0G"), 
AEP K I 
-= n 
Ne = 二， (4.111) 
0 所 含 正常 数 仅 与 ?有 关 , 且 可 有 效 地 计算 。 

由 定理 1.1 一 定理 1.3(Siegel-Tatuzawa 定理 ) (4.111) Bp 

知 ， 7 

D PALA, xv d, 

AGP K 


这 里 ca 为 一 个 与 4 无 关 的 正常 数 ( 当 然 是 非 实效 ， 并 且 除 去 可 能 
有 一 个 实 二 次 域 便 外 , cl 可 以 是 实效 的 ), 再 由 类 数 公 式 即 得 
>) p(A)>c1hrloge. 
ACP x 


定理 证 毕 ， 


33 ZW Buclid 域 


本 节 中 我 们 介绍 二 次 Euclid 域 。 在 有 理 整 数 环 中 有 Euclid 
算法 , 这 在 古代 的 中 国 , 希 腊 和 罗马 时 代 是 早已 知道 的 。 在 Gauss 
研究 二 次 域 时 , 也 明确 了 一 些 二 次 域 的 代数 整数 环 是 有 Euclid 算 
法 的 , 这 种 其 代数 整数 环 有 uclid 算 法 的 代数 数 域 称 为 Euclid 域 。 
Euclid 域 的 类 数 当 然 是 +， 所 以 首先 的 任务 就 是 找 出 所 有 的 二 次 
Euclid 域 。 虚 二 次 的 Euclid 域 早 已 阐明 ， 即 有 以 下 定理 ， 

定理 3.1 有 且 仅 有 5 个 虚 二 次 了 uclid 域 ， 

QIVv-3),QIv-4)QCV-8) QIVv-7),Q(v=- 开 )， 

证 明 见 华罗庚 著 ¢ 数 论 导 引 ， p.500. 

关于 实 二 次 Euclid 域 的 确定 ， 是 比较 晚 才 解决 的 ， 数学 大 师 
华罗庚 等 对 此 均 有 贡献 . 最 后 解决 应 归功 于 DavenportI52l 。 因 此 ， 
有 下 面 的 定理 3.2。 

定理 3.2 (Davenport) A AWA 16 个 实 二 次 Euclid Hi 

Q(V d), d=5, 8, 12, 13, 17, 21, 24, 28, 29, 83, 37, 41, 
44, 57, 73, 76, 
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3.1 Davenport 定理 的 证 明 (—) 


本 小 节 中 我 们 来 证 明定 理 3.2 中 列举 的 16 个 实 二 次 域 均 是 
Euclid i, 
对 正 的 基本 判别 式 d, A 


d-1 , 


g + wy- zy» iyi d = 1 (mod 4); 


fal, y= 
g” -$y ty d = O(mod 4), 


WAR WIE, K=Q(./d)% Euclid 域 的 充 要 条 件 是 对 任 给 的 有 
理 数 对 hk, 均 存在 有 理 整 数 x2、y, 使 
\fa@th, y+k)| <1, 
+ Ans RRO ORM P(X, VF) aaX*+bXV +Y" if 
WFAF«@, y), 则 上 述 fs 也 可 换 为 7， 
首先 不 妨 设 上 述 判别 准则 中 的 满足 O<k< yy, 
D ZBF =a beyt cy’, ARR d=b°-4e 满足 
| O<dk<5 (4.112) 
时 , 特别 当 @= 5, 8, 12, 13, 17 时 ,条 件 (4.1 了 2) 成 立 。 这 时 ， 取 
Nez, 使 


- zĒ[vāk+4 Få<h+ okt N<- 5 Var 4441, (4.118) 


则 有 

F(tN, h) = (hi N+E) -Fr (4.114) 
ry (4.112) (4.114), 即 有 

~-L<F(hA+N, h<i, 
这 就 证 明 d= 5, 8, 12, 13,17 时 , Q(./d)& Euclid 域 。 
(2) Bik Psa’ + boyicy’, WARA d= b’—4e 满足 
0<d12<8 (4.1155 

时 , 特别 当 4=21, 24, 28, 29m7, Heep (4.115) Maz, C) 中 已 考 
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eid dk? <5 成 立 的 情况 , Mah =5 显然 不 可 能 , 故 可 设 


5<dk?<8, (4.116) 
这 时 , 取 N EZ, 有 
1 2,A b 加 1 312 A 
~y VA +4 +2<h+ N+ gh<- g/d’ +443, 
(4.117) 


在 (4.117) 成 立 , B(4.116) 也 成 立 的 情况 下 , 容易 验证 下 式 成 立 。 
~ x Vai ae 2< FV -I< - 5 Sak? ~4 42 
< -J VUE 3< TV/ rd. 


因此 , (4.117) 必 为 下 列 两 种 情况 之 一 


(2)1 -VIRF + 2<ht N+ k< -A VIRTE 2 


(2) 2 var -4<h+N+ -9b< 5 vik +4, 


EOE, |Fh-2+N, k)\<t, 

EO): 成 立时 , |FA+ NM, H|, 

因此 d=21, 24, 28, 29 mt, Q(V 4) 是 Baclid W, 

(3) d=37, F=% + bay 一 3 AL), (2) 知道 ， 可 设 dk? > 
8, Rd =8 是 不 可 能 的 , 故 可 设 


‘ah:>8, 即 37h:>8. (4.118) 
Nez, tk 
gp VEE O cha N+ ke- I VAFA 
p] 9 p) S- ov + tH. 
(4,119) 
分 儿 种 子 情况 分 别 考虑 之 。 
(3)1 当下 列 条 件 成 立时 ， 
8<87Rh <3 ， (4.120) 
这 时 有 | 


0< -3 vart Rk aA <4 väka 
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l ops. 7 
< 一 可 VC titg. 


因此 又 有 下 列 三 种 不 同 的 情况 。 
@u 如 有 


一 5 Sak +4 42 <h+ N+ bret JAF, 


2 2 2 
则 有 
|F(h+ N, k-1)| = (ht N+ g b- 3) 
- -全 -33|<3 
(3) 12 ae 
5va ak? — 4<h+ N+ She, VaR a, 
则 有 , 
|F(h+ N, k)| = (a+ N+ 5h) -$| < 
O) 如 有 


g VOTE chi N+ thc VIAA, 


则 有 
0<F(h+ N-1, k-1)<1. 
(3)2 当下 列 条 件 成 立时 ， 
33 


2 
-g <3, 


ei =” E ERTER ) 这 时 有 
2 DPF +o < <5 VaR m4< -A Vara 8 
. z väk tes Var, 


因此 又 有 下 列 二 种 不 同 的 情况 ， 
Qa 如 有 


5 Jd -4 cha N+ ake VaR ed, 
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则 有 | 
(3)2。 如 有 i 
1 am. ws 5 b 1 9 _ 
一 Var +4 + 可 <h+N+ Sy Jak? —4, 


Way 
|\F(h+ N, k-1)| <1, 
因此 Q(./37) 3 Euclid i, 
(4) F= 2a? + bay+ cy’, 而 判别 式 9= b°- 8 满足 条 件 
O<dk? <12 (4.121) 
时 , 特别 &= 338, 41, 44 时 条 件 (4.121) 成 立 ( 注 意 fa, -D 
=~—2, fa, 1) =2, fu(3, D=-2). KR NEZ, 使 


- Í URE <h+ N +- 4 t<- VIPE +1, 


我 们 区 分 为 几 种 情况 分 别 考虑 之 。 
(4), 4 dk’ <8 时 ,分 别 讨论 


— 4 JIRF8<h+N + 4 <0 和 和 


0<h+ N+ hc- ITVS +1, 


这 二 种 不 同 的 情形 , 均 可 证 明 
|F(h+ N, | <1; 
(4). 4 8<di<12 成 立时 GER, dP =8 不 可 能 成 立 )， 容 
易 验 证 有 : 
-VIR <4 vĀF-8 -1< - Z vĀ y8 +1 


< FV TS -1, 
因此 又 可 区 分 为 下 列 二 种 不 同 的 情形 ， 
4a 如 有 | | 
一 J väk +8 <h+ N+ tpi väk- 8-1, 
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则 有 
IF(h+ N, ke) <1 

(Dz 如 有 

t JIRE -1<h+ N+ Dec fae rE -1, 
则 有 

\FA+ N41, b)[ <1, 

所 以 证 明了 当 4=33, 41, 44 py, QC d)Æ Euclid 域 。 

(5) d=87, F=22? + bey -4y 时 (注意 fs1(5, -l = -2), 
由 (4) 知 , 可 设 dk? >12 (dk? =12 HRA RIRE). NEZ, 使 


-4 VRE +p <ht Na ikc- / ak? +8 + 下。 


区 分 为 几 种 情况 讨论 之 。 
(5), 当 12< dj2< Í? 成 立时 ,这 时 有 


0<- IIE +< 5 JIPE <- t dB + 5 
< 1 VTS < -TV + S, 
因此 又 可 区 分 为 三 种 不 同 的 情形 。 
(5)1! 如 有 
-I dF x8 + 5 cht N+ 6 kx 1 /ak? -8 
4 4 4 4 , 
g 


|F(h+ N, -了 | < 
(5)1 如 有 
1 jd 8 che N+ Shel aye 
4 | 4 4 ? 
则 有 
IF(h+N, W| <1, 
《5)1s 如 有 
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Wa 
|F(h+N-1, k-1)/ <1, 


(5), 4-4? < ak wt (meta =a), 有 


0< -FSd +8 +g < Zak <-g yak 8+ 4 


<- VT + < VIFS, 
因此 又 可 区 分 为 二 种 不 同 的 情形 。 
Ga 如 有 
_ 1 r+ ohrN+ b p< APB 
4 4 4 `œ ? 
则 有 
[FOB+N, b-1] <1, 
(5)z。 如 有 


1 JIRE <h+ Nt dt< VIETS, 
则 有 
Fat, DI<L. 
综 上 所 述 , Q(w57) 是 Euclid 域 。 
(6) d=73, F = 4a? + Bey — 47 时 (注意 f73(84, 9) = 4), K 
分 为 几 种 情况 讨论 之 。 
(6); = ak’ <16 时 , BR VEZ, 使 
-1 Var <h N+ ka- Vr +1, 
则 有 
Eht N, k)| <1; 
(6), 4 dk >16 时 (注意 不 可 能 有 dh =16), Ww N eZ, 使 
— BV IFTE + ht N+ 5 


$ 8) 二 次 Euclid 域 mT 


1 Jae e18 + 


这 时 有 
TEER ENT S 


<- VARIO -AVIT 4 


<$ V ak? +16, 
因此 又 可 分 为 二 种 不 同 的 情况 。 
Ger 如 有 
av dk*-16 <h+ N+ shee av dF +16, 
MA 
[FA+N, 及 [< 
(6):.: 如 有 
-3v RE + chews 5 <p A 16, 
则 有 


[F(h+ N, 8-T)T<1L。 
综 上 所 WR Q(./73) % Euclid 域 ， 
(7) 类 似 的 也 可 以 证 明 @@(w76) 也 是 Euclid 域 ， 由 于 证 明 
ASH, 我 们 略 去 了 。 
总 之 , 我 们 已 证 明了 定理 3.2 的 前 一 半 。 


8.2 Davenport 定理 的 证 明 ( 二 ) 


在 本 小 节 中 , 我 们 来 证 明 除了 定理 3.2 中 所 列举 的 16 个 实 二 
次 域外 , 其 他 的 实 二 次 域 均 不 是 Euclid 域 。 这 是 Davenport 首先 
证 明 的 。 

如 $3 .I 中 所 述 ， 对 一 个 给 定 的 正 的 基本 判别 式 4>0， 实 二 
次 域 区 =Q(YV 4) 是 否 是 Eaclid 域 ， 取 决 于 对 于 有 理 整 系数 二 
元 二 次 型 fo(z, 急 ， 是 否 对 任 给 的 有 理 数 对 人 为” 均 存在 有 理 整 
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Hcy, 使 
[faloth, y+ k)|<1, 
我 们 现在 来 证 明 , 存在 一 对 有 理 数 h, kit 


lfa(at+h, y+ kj >ya (4.122) 


对 所 有 的 有 理 整数 z, y 均 成 立 。 这 样 当 4 > 31: = 061m, @(v a) 
就 不 是 Euclid 域 , 对 4<961 的 实 二 次 域 咏 ( 4), 可 以 经 过 具体 
的 计算 证 明 除去 定理 3.2 中 列举 的 16 个 以 外 ， 不 再 存 在 Euclid 
域 。 注 意 我 们 可 设 4> 5. 

首先 可 知 , 对 (%, yeZ— {(0, D, 均 有 | fo(%w, y}>1, + 


Me im 4\d; 
a = Ag = 
rrt, 如 d= 1 (mods), 
则 有 
falw, yY) = (w+ay) (s+a’y), (4.123) 


Kpa ao WIG. Menez, 使 


i-y5_, 3- VB 
oo <4 +N<— 9, 


4 
OG=a+n, =a +n, 
则 可 验证 下 列 三 对 数 ， | 
; , 1 1 
6, 9’;2— 0’, 2—0; 1-7), l-5 
中 至 少 有 一 对 满足 已- 约 化 条 件 ， 


g>2, +2 ME<o 3— SMS 


HN 6, 2-0 1-5, 中 至 少 有 一 个 是 太 - 的 化 的 . 这 样 可 展开 6 为 
奇异 连 分 数 。 上 述 讨 论说 明了 下 列 断 言 是 成 立 的 ， 

fs 相似 于 Fo= Fil, y) = a(t + Ogy) (z+ Oy), 这 里 我 们 必 
需 把 相似 的 定义 予以 推广 ， 即 用 于 相似 的 方 阵 可 以 是 其 行列 式 为 


$3) 二 次 Euclid & 249 
士 1 的 二 阶 有 理 整 系数 方 阵 ;! 6o 是 五 - 约 化 的 ， 实 二 次 无 理 数 %, 
He @(wvd)。 同 时 存在 一 串 有 理 整 数 
如 (meZ) (4.124) 
MM BAS (= DEZE 
6,=t,+ etl, tt (eZ) (4.125) 
n+! n+i 


这 里 OL fe On HSE HITE, I EQ), HO, E H-E Hai 
与 %+1 的 符号 相反 , 并 且 
Bw, Y) = Opla + Pay) (@+ Oly) (EZ) (4.126) 
FA LOAD EN ASK = ITF Poe, y), 具体 的 有 
Fi, Y) = Fn Y, Unti tiy) NnEZ (4.127) 
最 后 还 有 
(1) t, EB On 最 近 的 有 理 整 数 ; 
(2) mene 并 且 当 tai = 一 1 时, 有 43; 


(3) & $= al 9 则 有 


bn>0, by = tai + E (nEZ)s (4.128) 
(4) d= a2(0,— 0). 


以 上 成 立 的 原因 除 上 述 的 讨论 外 ， 还 有 第 一 章 关 于 奇异 连 分 
数 的 理论 . 


对 nEZ2, > 
O, itt te BE Paar = 1s 
WU, = 1, Wt AE ka= 一 1 (4.129) 
py We, 


Ön = Wy +5- Bntibnt2 Pnts_ War MEZ) (4.130) 
t=] Ont1On2 ebagi 


ô! = g +5- Daga (nEZ), (4.181) 


Poi" 


wns 与 on BRR BE At KAR, AA 
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|6,| <2, ja] <- (EZ), (4.132) 
Ons 
Onl ” 
Ô! = 2g + Hna) he (neZ), (4.183) 


HT 6 是 周期 的 ， 令 基本 周期 长 度 为 &。 则 由 第 一 章 已 知 


Ona Onn =E 是 Q(./d) Kista M hy, NELZ, FFE Ons Ons Was 
Ôn 0, 均 是 周期 ,基本 周期 长 度 也 是 4。 所 以 


=| 1 
0 = (a+ F jo ‘Hnt E wmi) ar 


nei Ones 1-21’ 
& 
N= Hatin" nae, REZ, (4.134) 
as (Mgt + BE (Dt gig paar "EZ 
(4.135) 
这 里 e 是 PSE HiT. 


#8 (4.135) 中 的 n 换 为 n+ k, PA fal FEL Paris Oniks 即 有 
OP na’ Ontw = (= 《一 Debate barset romen et pears 
FE ELPA WH LSE GG, 并 令 0 HSE Hise 6, 则 有 
《一 二 “一 -一 ne = (-I)*-! (m+ SLED 


sæl n+i’ Ones 


即 有 
A 
- 16= 0 一 ne? 因此 ô= dae 
这 证 明了 Ön 即 为 Ôn HRS MEZ, 
引 理 8.1 0<d,<l1, nEZ, (4.136) 
证 明 首先 证 明 
L, neZ, (4.137) 


Hy (4.182) Baló] <2, 因此 由 (4.183) 及 6, H-4 4h hh, 得 


§ 3] 二 次 Euclid 域 251 


é, 1 E 
(asa 如 r= 


b ° 2 
| L 6, <3” yw, = L; 
1 Cut 1 
EAA OTI PE NE: _ 
一 的 < 如 各， 
其 中 还 用 到 如 的 性 质 , 所 以 我 们 有 
| or | <$ neZ, (4.138) 


Fi (4.188), (4.133) 6, 是 卫 - 约 化 的 , 以 及 刀 的 性 质 , 即 得 


3 
On+1 _ 一 
í 0 nOnt1 |< 10 ’ 如 an 9s 


| 1+ | Garl 
< nti 


ô, 
|< pO See <p maT 
1 ô, 1 3 
gtlee| ats 


LES paged, 
这 就 证 明 (4.137) , 第 一 步 来 证 

6,20, nez (4.139) 
用 反 证 法 , 如 果 存 在 mr6EZ, 使 ,<0, 则 由 (4.137) 及 (4.1339 即 
知 , 必 有 2 = 0， 从 而 有 


Ou, = Ön +1 
fati 


故 由 Oe <0, MA cs1< 0, 依次 推导 , 可 知 ， 对 任 一 个 4> 工 均 有 


6 . 
é,, = Oust ——, iol 4.140 


这 样 由 |6,| <2, O,>2EZ), 因此 在 (4.140) 中 令 5->co， 即 得 
6,,= 0, KH 6,,<0 FB. AMIE T 4.139), 

py (4.129), (4.183), (4.187) ® (4.1839) 即 得 06,<1, neZ, 
所 以 (4.136) 完 全 得 证 。 引 理 证 毕 。 
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推论 D 如 存在 roEZ 使 0,,=0, WYA 6,=0, VnEZ, 

(2) 6,<1, Ynez, 

证 明 如 = 0, 由 上 述 引 理 证 明 中 的 第 二 步 可 得 6,= 0, Vn 
Sno 又 如 Gu =1, 同样 可 得 60, = 0, Vn>ng+ 1, 再 由 0 的 周期 性 立 
即 得 到 所 需 的 结论 。 

引 理 3.2 XE OAS) IEMA, 均 有 

6,<46,+1-3.5A, nEZ (4.141) 

证 明 入 =0 时 , 即 为 6,<1, 这 已 由 上 述 推论 知道 是 成 立 的 。 

因此 击 凸 性 可 知 ， 只 需 证 明 = 了 时 的 (4.141) , 即 应 证 明 


6 <3 0-2, nez (4.142) 


4 dy (4.125) , (4.133), (4.129), 4 136) 以 及 90, 为 吾 - 约 化 的 ， 
即 有 


ùa- 7 Ont =O 5 t+ 4 + pth ou- 3) 
zG- 1. 0, tn én Bs Hapi = L; 
1 


oi oe a 一 世 


1 1 1 
2 gt ats l1- F) = 0 Bl fa Ps hnr1 = Ly 
1 


3 3 1 ił 
| 可 一 可 tat On 9 =0, tn ia 2 Hng = 一 工 


这 就 证 明了 (4.142)。 也 就 证 明了 引 理 , 即 (4.141)， 
引 理 3.3 0.250'<0'<0.25, nez (4.143) 
证 明 由 定义 及 有 关 性 质 有 
如 = — Hal Gal, On = (0-1 — Ôh- D Ol, 
T= Cai- Hh) |, nEZ, 


所 以 有 
_0. 250, = (0. 25- Öf) | OF | + (w. -1 


~ 0.25+0.25,) | 0L], (4.144) 


$ 31 二 次 Euclid RÈ 353 
0.25 — = (6,.,— 0.250,1) | 
+ (0.2561 — we) l0]. (4.145) 
容易 看 到 , MfE-P ne Z, BA 
0, 如 区 -1 s Ha = LER tai Hs 


u= — 1; 

„-1— 0.254 0. 25u, = 

on “ 0.5, I tami a= ~1 BR aan Fs 
Ly = 


0. 25t,.;>20.5, on tn-1 (1. Ha = 1; 
025i,- 1 — Wp =4 0.2541 1S0, ay fy: Bh, be = — L; 
0.254, —0.5=0.25, 如 4.1 Æ, 
由 此 及 (4.144)、(4.145) 即 得 
ô, — 9.256) > 0,2—0.250_,)|0]|0. |, nEZ, (4.146) 
0.25 — di (0.25— d),_.)/6,| |_|, NEZ., (4,147) 
反复 运用 (4.146) 与 (4.147), 并 注意 到 O WARE, UR 
1 


Ja < Pt <1, 
知 (4.143) 也 即 引 理 成 立 。 
命 
1 1 
B= ty On ~ Ons 
rot lg _ ey 
BL= at 5-6, nez (4.148) 


出 于 Oas On 分 别 是 On. n 的 共 思 元, 故 Ba 是 Ba SEES, 并 且 易 得 
gm 


Bn = n+ Harig s Ba = On + Hagi SA neZ (4.149) 
其 中 wh aN A 
s ’ 如 加 {BA ; 
W=4 4 (4.150) 


LL, d a H 
故 Vy 为 正 整数 ， 且 Hay. = 一 1 BY, v, 22, 
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5188.4 对 任 一 个 neEZ, HFA 
5 0, 1 
Bb, > T> u <E, <ha tg’ 


5 < Ba 
Tt <6, <j. 


证 明 第 一 个 不 等 式 , 可 由 6,< -5 0-2 得 出 ; 第 二 个 不 等 
式 , 可 由 OSA <I 得 出 ;第 三 个 不 等 式 ,可 由 d< L+ L(t a 
理 3.2 中 取 = 子 ) 得 出 其 左边, 其 有 边 可 由 >te Li, 


(4.151) 


引 理 3.5 我 们 有 
Men — MEKAO + An, NEZ (4.152) 
FER AL. Ae, mm, A 为 满足 下 列 诸 条 件 的 实 常 数 ， 


如 << 24 V6 
T 610.8 o 
AAEE Mh ME 4842/8, 
如 Isi, 
9+/6 18+2/6 
和 


_ 44/76  1842,/6 
< 一 


§ 3] 二 次 Euclid 域 956 


6 6 
8426 ome 84/6, 


2(./6 -1)/1 3+2、 /6 1 
2/1), gy -tS cnah, 


8+ V6 
9) e 


No = 


28-/8) (nm ~~ +): 如 1 Kn S 
ZA ”我 们 考虑 下 述 的 命题 P(p) 。 
SEP) 设 实数 p 满足 到 <?<l 令 


9p—1 
b= 35-1? 
则 有 
19), — NLA On +2, NEZ 
Erh Ai, Aa M, Me 为 满足 下 述 诸 条 件 的 实 常数 , 它们 仅 依 赖 于 P: 


28P — 3 


3(64p Ty = <3p 多 


p+ — (49 -1)4,.<a,<1—P+ 40-2), 


如 F< <3P; 


P -4P hg -P + (4P - 1), 


如 于 <h< < 
6-46.<h< a) -p+ (46 一 1) hes 
280 —3 1 
如 2(649-7) SMS Ge 


— 20 + =< <30, 


4p /1 1 1 
BT( -m) SM 2 + << 


M = 
op (m- +); wT I <m<3P, 


TEs 


256 Gauss 类 数 猜想 的 一 般 性 讨论 [第 4 章 


9p —1 28p —3 E 
(EB 4 2(649-7) Fy di- Ae FEY PR ELK A = B 


-4h jM = 了 -0+ (4 Dar 的 交点 。 
第 一 步 ， 我 们 来 证 明 命题 了 (一 ) 是 成 立 的 ， 


由 引 理 3.3 已 知 <46, 故 仿 引 理 3.3 的 证 明 有 

Ô, — A1 0n — Ag = | 0, | (Wa-1 一 0,_1 + UnA — Az (Ci 0 _1)) 

= | 的 | ian + Lyd 一 b,—1A2 + (Az = 0.25) Or 1)> 

因此 当 Moz 时 , 有 (注意 各 = [9] -'>0) 

$,(6, 一 nl, Aa) Wyo + Hndi — bythe + (Ag — 0.25) 32/5 


ph — 2A + (Ap — 0. 25) —— 8- MË, iti hy a = 1s 


| L-a — hy + Ga- 0.25) 22> ty ts fh y= 一 1， 


| | 


| gt + Ay — BA2 + (Ag — 0.25)—— 3- MŽ, mt 14, n=l; 

E ~ h BAz + (Ay — 0.25) 270 tt tot B, ka= 一 1 
1 

所 以 当 hay 时 ， 只 需 满足 


hy — 2da + (he — 0.25) 一 -一 <0 


1 3. 
Sg th + Bhp hs- 0,26) 3 VS, (4.153) 


而 当 子 aS mt REWE 


T tM- Bhs + (hy 0, 25) 3 VS <0 


~ L+ A + 4hy — (Ay — 0.25) SoS, (4.154) 


§ 3] 二 次 Euclid i 357 


即 有 


Or <A Ân + Ac, (4.155) 
5+ y5 1 
又 易 知 (4.153) 与 (4.154) 即 为 命题 P( 一 “人 一 ) 中 > 王 时 所 
5+ ve 5 


给 出 的 条 件 。 故 我 们 已 证 明 , 当 Xe> 玉 时 , 如 :满足 已 
所 给 条 件 时 , (4.155) 成 立 。 特 别 取 


1 1 54+ ./5 B 5+./5 
qA 9 Ay = 8 À 
即 有 : 
[事实 了 如 有 
_i, 5-w5 +/5 
A= 5+ 10 Ô, 0<d<—_,*_, 
则 有 


ôx- 6060 +h, nEZ, 
fri (PAY? ) 中 , m, m 所 满足 的 条 件 为 


15- /5 3+、/5 1 
v a dan) 如 一 — 守信 入 本 


2 
Ne = 
25 一 2b vB —_154+3/5 
,、 3 5 15+3,/5 
ity -SEVE <q galt 时 ,有 
acM aa 


344/35 1 
易 见 当 - -一 个 一 < 时 ， 有 
1 15 5 
= 可 一 at 一 一 人 2， 
故 由 事实 工 得 出 (=n) 
CG, — M On + 12) Pp = Wa_1 — On + Ha + Ne (Ens — 9-4) 
Uy A+ ath + Natai 
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a >N Onr- N, NEZ, (4.156) 
也 即 证 明了 命题 了 (一 4 一), 当 - BVO <n< 鞋 时 的 相应 
结论 . | 


TA 2 <m< +8 


时 ， m=z 25+ AB m, 因此 与 


EUR LIED frm P(A AY? Nits, ay A cy x TBH SV y 


的 相应 结论 。 总 之 ， 已 证 明了 命题 P(5+5) 中 的 结论 


(4.156)。 特 别 的 有 : 
[ER I dAn- A neZ, 如 


-=a (Fh), ewch, 


由 事实 I 可 知 ， 当 0<é< 时 ， 有 


内 (0 一 人 10 一 和 2) =200-1 一 以 -+ — Ao (ty 4 — 6’) 
Wy HÀ + UA — otni 
( A +A; — 22, 当 加 -1 偶 , jn = l; 
LAA — he, 当 加 -1 B, a= —1, 


可 二 AT 和 一 Bho, 4 tai B, = 1， 


十 入 一 A, — 3A,, W tye A, Ww = -1, 
AI AE O <A 0t 和, 只 需 加 满足 
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a -M Sh 


sm etre P(A ) 中 ， 当 和 < 二 ay, MIEN E BY k 


861 一 
件 ,而 (SOR | OT EE A — he 平面 上 两 条 直线 jl = 


p46, 与 入 = 到 -b+ (的 -Dj 的 交点 ， 此 时 P= PEE ， 
于 是 可 知 有 


综 上 记述， 命题 了 (+ 了) 已 完全 证 明了 ， 


第 二 步 , 我 们 再 来 证 明 , MES <P <1 的 实 常 数 2， 使 命题 


PP) 成 立 , WY 
det 11p—1 
12-1 7’ 


成 立时 , 命题 了 CP”) 也 成 立 。 
我 们 首先 指出 有 : 
9 te 10 _ 1-p* 
To < < PEAT. 
由 命题 了 『(P) 有 :对 一 切 nEZ, HA, 
Ör =h:0,— A, 如 I <h<3p, 
由 此 即 知 , 当 当 于 <h<3p 时 , 有 
bn (Ôn — MOn — Ag) = ni On + shi — Ao (ty — .1) 
Wn HÀ + Hndi — Aghy-1 
A + Ai 一 2Ag, W Éni AB, Ha = L; 
工 + 和 一 和 4%,, tn t,-1 8, Ha = —1; 


pt ht a-ha, dy é -1 w, Ln = L; 


p*== 


-pT (%7) 


< 
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| +h yy 一 Bh0, UN tei A n= 1, 


所 以 , 当 a Ma 时 , 为 得 到 
<A 9, + Ao, 
REMME 


LEAM -4MOS g A M + Bhs, 


也 即 


p* 4PM MLE P" + (4p*— Thy, PP L, 


此 即 命 题 了 CP*) 中 , <a) Xi 所 应 满足 的 条 件 ， 因 此 


命题 PCO) h, 当 土 <hs< 汪 时 的 相应 结论 成 立 。 同 样 的 , 当 志 
<Ag<3P 时 , 为 得 到 OL<A, 0, +00, AGG A 满足 
ht by = MLO FWA +h, 
也 即 
/ p*— z- (4p*— DALA LL —p* + (40* — 2Y, 
EAE PON h, 当 到 六 ha<3p 时 ,和 所 应 满足 的 条 件 ， 因此 


ME PONH, 当 y < he <30 时 的 相应 结论 成 立 。 
REME POY h, 当 于 <<Na<3p 时 ， 相 应 的 结论 
GMO th nEZ 
已 经 成 立 。 特 别 的 有 


[BRE] ôL- etA, nEeZ, 加 


* _1 ð 
0<d<P*, N= 7 + awe 


当 命题 己 (2” 中 四 me HAR LN, AAAA, 
令 = 于 + Ew， 则 由 事实 于 可 得 


§ 3] 二 次 Euclid R 261 


Pu (On — 119%, + N2) = Wait — Saag Fat + Nb — Ona) 
Wy — N+ bat + nin 
一 入 十 外 + 27,, 当 如 -1 4B, H, = 4, 
| 1 — A— +47,, 当 t -I 偶 , Ha = - l; | 


= ght m+3m, 当 bn-1 奇 , Hy =I; >0 


3 


本 -A= M +32, H tni Ü, hn= 一 1 
Blut fri PCO*) of, 4 -204 1cm <80" 时 的 相应 结论 
6,71, — Ne, neZ 


已 经 成 立 。 
特别 的 , 由 于 从 P” 可 得 
4p* < 4p 
120*_J ~ [9p_-T ” 
因此 有 


[ERN] 61> 和 9, 一 和 weZ, 如 
1 sa 4p 1 
4 Shes? ， a=- r (%- 7) 
由 事实 了， 仿 上 可 知 , M P(O*) p, 2% 5 <Ma <30" Bt A BY 
结论 
Ôn <A 0 + da, nez 


也 是 成 立 的 。 这 样 只 剩 下 来 证 明 , 命题 了 (CP*) h, 当 
280*-3  _, _1 
2(649* 7) ~ ?~4 


时 的 相应 结论 
0, <À 6), + ho, n EZ, 


由 已 经 证 明 的 , 我 们 有 ， 
[MSV] 人 二 和 0/ -和 ,nc 名 ， 如 
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Pa (0, — 4,0), — Aa) = Wana — Ohi + ahr — Aa (baat — Onai) 
SW y-1 t 入 + Pi 一 bi 
A + Ai -2X:， 如 加 -1 Ry Un = 1s 
I +A -À — 4 和 ,, ping -1 A, Un = — Í, 


< 本 + 和 + 和 Xi- Shy UM -1 #,u,=1; 
到 + 一 和 1 Sh, 如 如 -1 A, Ha = 一 了 
于 是 ， 0<%< 工 时 , On <A On + Ay 成 立 的 充分 条 件 是 


14+4-44,.<A,;< - ty + 3%,, 


2 
也 即 1 
fb* — 46*2,<Ay <5- pb* + 46* - Day, 
„_ 9P*—1 
p" = 8p*— 1? 
UL Bp ark P(P*) 中 ， 


28P*-3 ,ol 
2(64p* —T)- p*— ) “= 2 
时 ,人 所 应 满足 的 条 件 。 这 样 我 们 证 明 了 剩 下 的 要 求 。 
因此 可 知 , 当 命题 PORR, RE 
ee -56 一- >P 
成 立 , 命题 P(P") 也 成 立 ， 
— _ B+ /B _ _ 
第 三 步 , 我 们 从 Po=— > = 0.9.… 出 发 , 按 第 二 步 反 复 推 


导 , 可 知 命题 T OVR FE PSE BP, 满足 


11p,—1 
Pari = =r T55 一 I Pn n>0, 


序列 tp BE 故 极限 0 存在 ,p 满足 


ilp-i1 _ 8+6 
=- 1> HK P =— ge. 
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3 3] 
所 以 命题 

pn( =) 
成 立 , 此 即 引 理 。 


推论 ”对 一 切 nEZ, 均 有 


Ig 6 1 
5 "6 SaS 


V5-1 g- IV 6-17 <y JV 6-1 2-0), 


TI 36-1) _4_ 1 4—-/6 
可 如 ST SOS x Ont 4 > 


g> SV 8 =U 6! + roe 6!>0,1996' - 0.03. 


引 理 3.6 我 们 有 


6-1 6, — Ô; 6-1 
-Xs a, — 07 < 六 nez, 


证 明 在 引 理 3.2 中 ， 取 和 = 六 6 - 工 ， 则 有 
/ 6-1 7/6 -17 
0<> rs T 


由 此 结合 引 理 3.5 推论 中 第 二 个 不 等 式 的 左 端 ， 即 得 引 理 3.6 中 
即 得 引 理 3.6 中 不 等 式 的 左 端 。 引 理 证 毕 。 
518 3.7 对 一 切 n€EZ, 均 有 
7-2./6 .BpB-B’ 4+./6 
1 << 


to 6,— 6! 10 
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7 ~ 26, 
1- Pare 76 


证 明 ”第 一 个 不 等 式 由 定义 (4.148) 及 引 理 3.6 可 得 , 第 二 个 
不 等 式 是 第 一 个 的 推论 , 第 三 个 不 等 式 是 定义 (4.148) 及 引 理 3.5 
推论 中 第 一 个 不 等 式 的 推论 ， 最 后 一 个 不 等 式 由 引 理 3.5 推论 中 
的 俏 数 第 二 个 不 等 式 得 出 。 引 理 证 毕 。 
令 ho, ko 为 由 下 列 方程 
hy + Ooko = Bo, Fog + Oho = BG 
给 出 。 易 见 加， 名 为 一 对 月 理 数 。 我 们 来 证 明 
| Polw + ho, y+ ho) Swe 2 YEZ, (4.157) 


用 反 证 法 。 假设 存在 一 对 有 理 整数 Co, Yo 使 


| Fo (ao + ho, th be) TEETE 
则 由 (4.126) 即 有 
| (wo + Boyo + Bo) Ceo + Oo + BS) | < 
由 此 以 及 上 述 8, Ba 的 构造 , 即 知 , 有 
| En + OYn + Bn) (Gin + 9, +B) <ET nEzZ, 


(4.158) 

HPA Ca Ya 由 
Dart = Yn, Yast = Hart (Za + bnlan + Va) (4.159) 
确定 。 
出 此 , 我 们 断定 , 存在 有 理 整数 my 使 


1 
læ + 0.y+B,| < VIG EV 6) s 


joteg F SEVER, (4160) 
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| 6,— 61 
(| (a+ Ony + By) (£ + 6, y + Bn) | <10 SBE 
命 
了 = Lat Onn + Ba, Ln = 十 Do 十 有 miEZ， (4.161) 
WU H (4.158) 知 有 


j On — On Lay 
| LL, | < Tere 76" L, = 0 eels 
L, = a Lisi, REZ, (4.162) 
如 对 所 有 的 mnEZ, IA La=0, W 
L 


1 | = ens >2, 
所 以 有 
|L,{-»0, 当 n—> — co | Li, | —> + oo, 44 n> + 00, 


从 而 正好 存在 一 个 wEZ， 使 


tr 
Dsl < Vg < Lal, (4.163) 
这 样 有 
y Ona (On — 0;,) 
[Ln] = 9p |L_-1| < “164676? (4.164) 
并 由 (4.162) 的 第 一 式 以 及 (4.163) 可 得 
0,0, — O 
[Lal < Sea wee (4.165) 


Fist (4.164), (4.165) 以 及 (4.162) 的 第 一 式 说 明 (4.160) 已 成 立 . 
如 存在 一 个 %EZ, 使 上 =0, 则 由 (4.162) 即 知 
L,=0, VneZ, 
HH [Lier] = hall BO ŠE 即 知 只 
HLM 充分 大 , (4.160) 也 成 立 。 
总 之 ,我 们 已 证 明了 (4.160) 是 成 立 的 。 


对 满足 TS <P, r < Po, S< Pz 的 非 负 实数 T, 3 与 正 实数 Pis 
pw 显然 有 
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r+s <P; + 

( 考 BB 0<(0,-17) (P2.—8) =P} P(r +8) +78 <- P(T +8) + 

Pi). SEE COSTE 


B, i+ On! 
y+ Ge EINI Vi- O60T 
1+3 
< eee ee 
J16+676 |, 8-78 
oe 
<0.301, (4.166) 
由 引 理 3.7 可 知 , ys -2 R yL 时 ,有 
_ ai 
ea 


由 此 及 (4.166) 即 知 必 有 
y=0 3R -Ł, 
如 y= 一 1 则 由 引 理 3.7 可 知 ， 


一 8 _ BI -R 


HIER .166 Bays -1i Heme y=0, 
这 样 , H (4.160), (4.166) R y=0, BAA 


Ba — Bh <0.301 (60, ™ a), (4.167) 
0< 0n — o) 
læ + Bal < 6+6V6 ， (4.168) 
6.(0, 
J+ By < af San 8 ZOTI 76 (4.169) 
r F 0, — 9, 
| Cæ + Ba) (@ + BA) | DELFINIA (4.170) 


于 是 由 引 理 3.5 推论 的 最 后 一 个 不 等 式 以 及 (4.148), (4.167), 
引 理 3.1 的 推论 (2)( 即 06,< 了 ,可 得 | 
0.53>0.54 0.1996) — ð; = B! — 0.38010! >£, — 0.3019, 
=0.5-+ 0.1999, — ð, > ~ 0.5 + 0.1998, 
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从 而 

0.1996,<1.03, 6,<5.18, (4.171) 
这 样 , 由 此 及 (4.169)， 即 有 | 


CG, OF 6-6 
' n\n Yn) 
jæ] <B; + 164676 < 6 


/5 18(5.18 18475. 51A -) 
t FEE 


其 中 用 到 


Ba < 6- b= V6 a> VŠE, 
这 分 别 由 引 理 3.7 与 9, 是 瑟 - 约 化 的 可 得 。 因 此 我 们 有 
e=0, +1 (4.172} 
如 2=1， 则 由 引 理 3. T, > 169) 和 (4.171) 可 得 


1 <l1 A j inon o oon 
<-t 0 ~<a + Bt <V 1646/6 


7 
NE (5.18+ YS) 


16+6./6 


<0.99, 


这 是 一 个 牙 盾 , 放 wx1。 如 2=0, 则 由 (4.168) 及 (4.171) 可 得 
B, <1, 

这 与 8,> 了 ( 引 理 3.4 的 第 一 式 ) 矛 盾 。 所 以 so**0， 这 样 由 (4.172; 
有 == -1。 并 由 (4.170) 即 有 

DG- <E ETE (4.173) 
注意 , 由 引 理 3.7 有 P<1， 以 及 由 该 引 理 的 最 后 一 式 和 (4.173) 
可 得 
1< -到 三 入 , (4.174) 


[EH Osn <I, [0] < 工 可 得 (并 用 到 (4.148)) 
(14 — 40, n) (Ba — 1) = (6, 一 07.) 


Bn — 
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= (6—20)0,— (14- 40}6,—7+30 
= (6—26')t, — (14-46) w, — 74 36, 


fn 


+ bati (6 — 26, — (14-461) byt) 
ntl 
| 2(6 — 26!) — T + 361, + 了 (6-20! — (14-461)) 


=1, tt bn PB, Bnei = dL; 
4(6—26!) — (14-40!) — 7 + 30! -3 (6 — 26!) 
=0, tn én (B, ner = 一 1 
3(6- 261) -3 (14 — 461) -T +30, + 3€- 29,- (14 
-460) =0, it, Af, Hasi = 1s 
3(6 ~ 26!) -5 (14461) -T + 30; — 5 (6 201) 


=], i ta A, Maa = 一 1， 
BA (14 — 46) (8, -1) - (6,-— 0 0, 这 与 (4.174) 了 矛盾 。 这 证 明 
了 2z=0 也 不 可 能 。 这 样 我 们 就 完成 了 (4.157) 的 证 明 。 
由 fa 与 Bs 的 相似 性 (相似 方 阵 的 行列 式 = 1), 可 知 我 们 
已 证 明了 存在 一 对 有 理 数 h k, $E 


d 
lfa(a+h, y+h) |>-T6Y 86 £, YEZ, 


4 (164+6,/6)?<943, 这 就 证 明了 ， 当 d>943 时 ， 实 二 次 域 
Q (Vd ) 决 不 是 Bacliqd 域 。 对 于 0<d<943 的 实 二 次 域 Q(w/O)， 
证 明 除 去 上 述 定理 3.2 中 所 列举 的 16 个 域 以 外 的 域 不 是 Euclid 
域 , 是 一 个 可 以 在 计算 机 上 很 快 实现 的 。 我 们 不 再 叙述 了 , 可 参见 
参考 文献 [15].。 


= 


l 


本 章 评 注 


1. Slegel-Tatuzawa 定理 是 一 个 很 基本 的 工具 。 它 的 内 容 可 
参阅 文献 [86] 。 


8 31 本 章 评 注 269 

2. 定理 1.3 的 证 明基 于 参考 文献 [34] 与 [100]， 它 或 进 了 参 
考 文献 134. 

3， 定 理 2.1 采 自 参考 文 献 [5 和， 我 们 在 此 给 出 了 更 为 明确 
的 证 明 。 

4. 在 Davenport 定理 证 明 的 第 二 部 分 的 关键 是 (4.157), 
Davenport 最 初 的 结果 是 128, 而 不 是 16+6YV6， 后 者 是 由 
了 Ennola05 证 明 的 。 我 们 在 这 里 的 证 明 与 文献 [5] 的 有 所 不 同 。 


第 9 章 


虚 二 次 域 的 Gauss 类 数 猜 想 


FERRMES ORE KRA Gauss 类 数 猪 想 是 如 何 解 类 
的 。 在 第 一 节 中 ， 首 先 证 明 类 数 的 虚 二 次 域 除 Gauss 所 知道 的 
九 个 以 外 , 至 多 还 有 另 一 个 , 并 且 这 个 可 能 的 例外 域 的 判别 式 航 绝 
对 值 大 于 e22*10"， 前 者 是 30 年 代 由 Heilbronn 与 Linfooti31 证 
明 的 ， 后 者 是 1965 年 由 A. Stark!) 证 明 的 。 在 第 一 节 的 最 后 证 
明 前 面 所 说 的 例外 域 不 存在 ， 即 Gauss 关于 只 存在 九 个 类 数 工 的 
虚 二 次 域 的 猜想 是 正 确 的， 这 是 1966 Æ H A. Bakori & H. 
Stark (95) 独立 地 证 明 的 。1952 年 时 , K.Heegner 在 一 篇 论文 [29] 
中 也 给 出 了 证 明 , 但 证 明 中 用 到 了 Weber 的 一 些 还 没有 被 证 明 的 
BE, 因此 当时 认为 他 的 证 明 不 对 。 在 1966 年 以 后 的 几 年 中 , He 
Stark!, (8 等 人 补 出 了 Hoogner 证 明 中 的 漏洞 。 这 样 ， 虚 二 次 
域 类 数 工 猜想 的 解决 ， 一 般 称 之 为 Heegner-Baker-Stark 定理 ， 
不 但 如 此 , Heegner 的 想法 , 后 来 在 椭 加 曲线 的 研究 中 起 了 很 重要 
的 作用 , 被 用 来 找 出 具有 某 种 特殊 性 质 的 杭 圆 曲线 , 即 用 来 验证 梢 
圆 曲 线 的 著名 的 BSD 猜想 的 有 关 断 言 。 在 虚 二 次 Gauss 类 数 问 
题 的 解决 中 , 非常 关键 的 一 步 ,是 D.Goldfeld 于 1976 年 的 一 篇 影 
响 深 远 的 论文 25， 其 中 他 把 虚 二 次 Gauss 类 数 问题 的 解决 ， 归 结 
为 找到 一 条 其 上 函数 在 s=1 处 有 一 个 至 少 为 三 阶 的 零点 的 椭圆 
模 曲 线 ( 对 实 二 次 域 也 有 类 似 结论 )。 后 一 个 任务 ， 是 B.Gross 与 
D.Zagier 花 了 七 年 的 努力 之 后 ， 于 1983 年 完成 的 2 。 所 以 这 一 
解决 , 称 之 为 Goldfeld-Gross-Zagier 定理 , 因此 我 们 在 第 2 节 中 ， 
首先 介绍 椭圆 曲线 的 理论 ， 特 别 是 BSD 猜想 ， 然 后 讨论 一 条 具有 
所 志 性 质 的 椭圆 曲线 。 在 第 3 节 中 ， 我 们 叙述 Goldfeld-Gross- 
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Zagier 定理 的 证 明 。 特 别 还 要 指出 在 第 二 节 与 第 三 节 中 用 到 了 模 
形式 理论 (包括 整 权 的 与 半 整 权 的 )。 


§1 类 数 1 的 虚 二 次 域 的 最 后 确定 


本 节 中 , 我 们 要 给 出 下 列 定理 的 完整 证 明 。 

Heegner-Baker-Stark 定理 ”正好 存在 九 个 类 数 1 区 万 二 次 
域 , 它们 的 判别 式 分 别 是 - 3，-4 -7, -8, -11, -19, - 48, 
- 67, —163, 

fe 1972 年 左右 Baker-Stark 还 证 明了 正好 存在 十 八 个 类 数 
为 2 的 虚 二 次 域 , 它们 的 判别 式 是 - 15, 一 20， 一 24， — 35, — 40, 
-51, —52, —88, -91, —115, -116, -128, -148, — 187, 
- 235, ~ 267，-403，- 绍 7。 他 们 的 这 一 结果 的 证 明 , 这 里 不 再 
BURT, Hoy Galdfeld-Gross-Zagier 定理 已 经 彻底 解决 了 虚 二 
次 域 的 类 数 问 题 。 


1.1 例外 域 的 讨论 (一 ) 


在 本 小 节 和 下 一 小 节 中 ， 我 们 将 证 明 类 数 工 的 虚 二 次 域 除 上 
述 列 举 的 九 个 以 外 , 至 多 可 能 还 有 一 个 例外 域 , 并 且 这 个 可 能 的 例 
外 域 的 判别 式 的 绝对 值 大 于 65710 

首先 在 第 四 章 的 定理 1.3 中 ， 取 2=0.07， 则 由 类 数 公 式 可 


知 ， 虚 二 次 域 及 = @(V 了) 的 判别 式 @ 满足 14| > oF >1.61 x 108 
时 ,除去 至 多 可 能 有 一 个 例外 域 , K 的 类 数 


J VI 0.98}a:0#3 
hx >min| Bar eh, (5.1) 


这 个 不 等 式 的 右边 大 于 5, 若 14| >3.6 x10%。 因 此 我 们 证 明了 下 
ERK H. 

引 理 1.1 当 负 的 基本 判别 式 @ 的 绝对 值 大 于 3.6 x 10 py, 
除去 至 多 可 能 有 一 个 例外 域 , 虚 二 次 域 下 =@@(vV E) HBAS 
6, 
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利用 Buell 所 计算 的 , -4x108<d<-3m, K=QU/7d) H 
类 数 表 可 知 : 当 --4x105<d< -8 时， M hr<5, 则 |a]<3000. 
RMA T FAKE OLD, 


x | 
所 有 使 he=h, K=Q(/—d ) hyd, 8<d<4x 106 
4 T 8 11 19 43 6T 
163 
15 20 24 35 40 51 52 88 
91 115 123 148 187 232 235 267 
403 427 
CCC 
31 59 83 107 139 211 283 


772 795 955 1,003 1,012 1, 097 1, 227 


523 571 619 683 691 739 787 
947 1,051 1,1283 1,723 1,747 1,867 2,203 3, 347 
| 2, 683 


eee 
这 样 我 们 得 到 定理 工 .I。 
定理 1.1 类 数 小 于 等 于 5 的 虚 二 次 域 玉 =@(\/ 豆 )， 除 去 
上 述 表 中 所 列 的 122 个 以 外 , 至 多 还 有 一 个 可 能 的 例外 域 , 且 这 个 
例外 域 的 判别 式 小 于 一 4x105, 


1.2 例外 域 的 讨论 (二 ) 


本 小 节 中 , 我 们 来 证 明 下 面 的 引 理 。 
S138 1.2 (H. Stark!)) 类 数 工 的 虚 二 次 域 下 =Q(V d) 
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HF ESR HILT Sb, 至 多 还 可 能 有 一 个 例外 域 , 且 这 个 例外 
域 的 判别 式 的 绝对 值 是 一 个 素数 p, p>e 2* 107, 

证 明 KR K=Q(./ 4) 为 由 引 理 1.1 中 所 说 的 例 和 外域。 由 定 
理 1.1 ad] >4xl103。 和 因由 第 二 章 引 理 2.3 可 知 |4| 是 一 个 素 
wp, AH p=d(mod4), iA d=- p, 于 是 p>4x1405, 

由 第 三 章 (3.117), 定理 2.3(3.1380), 并 取 8= 工 NA 


-os- r(s- 2) 
E(s)L(8, Xa) = €(2s) + p? 2 IV re €(2s -1) 
+ 23 +3/273 D3 C—1)w s-i K (rUn p ) >> ql-2s 
ris) ff 名 “4 P) ees 
(5.2) 
并 由 (3.130) UFRR CLLR BE) 可 知 , (5.2) 的 成 立 范围 是 


o = Ros > 2 , S55 
K, 是 Bessel Rž, 
利用 上 (s) 的 函数 方程 , 由 (5.2) 可 得 ， 
EC(SJLCS, Xa) =8(28) 


(E) E ee- 2s) +g), 


r(s) 
(5.3) 
g(s) = are pts (- 1)w 2K aus p) D nt, 
(5.4) 


注意 (6.3), 6.4) 的 成 立 范围 分 别 是 


工 1 
o= oe S53 Rəs >0, 


As =y + 6a, a>0 且 工 o tta HSCS) 的 零点 。 则 由 (5.3) 


(a27) = -IT G a EO + 2éa) ° (5.5) 
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今 有 (参见 文献 [20] p.959, 3.) 


Ka (tuy p) = YE vB ， -wuV? 
r(. 9 + ia) 
x | gnu Pog ate (1 4 se dv, 
从 而 


[= -ruv p 一 
o 8 (> eTuv pv 


Eo Vie) 


一 一 一 一 | ——_=-- dw 
0 VY ’ 
Z 


但 最 后 的 积分 为 


由 此 及 (5.4) 即 有 
G e 0.2 
UE +ia < [ri | 


RKB tu) eu 的 正 因子 的 个 数 。 
容易 由 TU 的 税 性 得 到 ; 
TU <./3u, ul, (5.7) 
下 用 (参考 文献 [20]p.937, 8.332, 2) 
r(2 + = _ 2r . (5.8) 
由 (5.6)、(5.8) 可 得 
Ue ~ ; tia] < 


< > ar e- sue, (5.6) 


—v 6 pre- (ea + 672%) 
>So gemy 


<10-1, 如 p>10t, 0<a<22, (5.9) 
以 下 以 4 表示 一 个 复数 (也 可 能 是 一 个 实数 )， 并 且 不 一 定 每 
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一 次 出 现时 都 相同 ,但 总 是 满足 |91<1. 
Saza, a2, fit s= ytin (j=l, 2) IEC) 在 Res = 

5 Ims>0 上 的 最 初 的 两 个 零点 。 对 此 我 们 有 ( 见 H. Stark 


[95] ) 
a, =14.134725141734693790457 + 10-216, 
a, = 21 022039638771 554992628 + 10-216, 


-一 一 


= arg €(28,) = — 0.108452737083095 + 10-108 (mod 2) , 


= arg £(282) = 0.067103865503910+ 10-19 (mod 2), 


| 
| (281) | = 1.94875731881740 + 10-19, | 
| (232) | = 0.830962021546955 + 10-196, | 


= arg TCs1) = 7.418512651985178 + 2 x 10-130, 
© arg T(ss) = 13. 6886191.11000285 + 2 x 10-19, 


2 = 1 ,487262003892890048 + 10-10, ) 
1 


这 样 , 由 (5.5)、(5.9) 及 [6(2s,)|>5, WA 
(er) =- 十 一 2400) 
4n* E(1 + 2¢a;) 
I 
r( 3 一 ia, ) 


r(3 + ias) 


(14+2x10-199), j=1, 2 


(5.11) 
(5.11) 两 边 取 幅 角 , 即 得 


=G,+ 272, +3 x 10-139, j=l. 2. (5.12) 


a, log E 


这 里 r, 为 有 理 整数 ,而 且 zs>0, 以 及 
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a= x — 2 arg E(2s;,) -2arg T(sy) (mod27), 0<a,< 22, 
HEIR as 等 的 数值 , 可 算得 


-9 =0.189940085097922 +1.002 x 10-199 (mod 1), 


= = 0.744277023495855 + 1.002 x 10-6 (mod 1), 


由 于 上 面 的 这 些 数 都 在 0 与 工 之 间 ， 所 以 这 两 个 同 余 式 实际 上 是 
等 式 。 从 而 可 以 算出 
SE (ae) Be 
= —0.461786351913533 + 3 x 10-100 = æ + 0.4 x 10-96, 
a= -0.461786352， (5.13) 


由 (5.12) 消 去 log yfr, 并 解 出 v2, 可 得 


ty = ay $y + 10- 186 = 2 +040. 5 x 10-96, 
ay 


(5.14) 
则 有 


3.999999660 - se 4040.5 x 10-99, (5.15) 
1 


HE (5.14) (5.15) 两 式 相 减 , 可 得 
~4= 2 (a ~3)-—b+10-99, b=0.000000340, 
1 


(5.16) 
置 
pı = 88582765, p, = 12832922, 
- 56165467, gq, = 8628555, (5.17) 
WA p192 一 p = 工 , 故 p 与 9 BRK, AA 
|- Bt | <2.8 x 10-18, (5.18) 


if KH Q ER we 
0<R<g, Q+ Ë = Pi (a,-3), (5.19) 
di di 
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MI Hi (5.16) +5 (5.18) 有 
~Q-4=(% - 21\ (æ, ~3) + _ b+10-90 
8 (a Bt ) Co +g + ° 
(5. 20) 
i 21<5.1x 10", 则 由 (5.18) 有 
(5 - PL) (@ -3) | <12x10-%, (5.21) 
从 而 , 由 <5.1x 10%, 可 从 (5.20) 与 (5.21) 得 出 
|z: — Q@—4| <12x10-9+ (1-34 x10-9 +10-3<1, 
(5.22) 
其 中 还 用 到 (5.16) 与 (5.19)。 另 一 方面 ， 由 (5.17) 和 (5.16) 可 得 
18 <321 x10- 9< b= 34x 10-°<356 x 10-9 <<, 
di 


从 而 , 4 7,<5.1x10" H R19 m, WA 
lazos g - ie - 2) (a1 — 3) | -10-9 
ay 
>16 «10-99-12 ~10-9-10- I> 0, 
这 与 (5.22) 了 矛盾 , 因为 -Q-4 BARR, Melo<5.1x10' 
时 , 一定 有 及 =19, 4 R=19 时 ,由 (5.19) 有 
= l9=p(@-3) (modg), 
解 这 个 同 余 方 程 ， ae 
~8=51611611 (mod ¢;), 
ARREDO 及 GG 17) 可 知 , 不 可 能 有 2, <5.1 x 107, 
因此 , 我 们 证 明了 一 定 有 zi>5. 工 xl10?。 从 而 由 (5.12) 即 知 
万 之 82.2x1l0 


引 理 证 毕 。 


1.3 类 数 1 的 虚 二 次 域 的 决定 


本 小 节 中 , 我 们 给 出 Heepgner-Baker-Stark 定理 的 证 明 ， 即 
来 证 明 以 上 所 说 的 例外 域 不 存在 。 所 用 的 方法 , 综合 了 H.Stark 
和 A. Baker 的 方法 。 
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由 上 一 小 节 知 道 , 可 设 这 个 可 能 的 类 数 1 的 初 外 域 
K=Q(V-9), 
其 中 9 是 一 个 有 理 素 数 ,9=3(mod 4), H 9g>e?**1%, 
在 第 三 章 引 理 2.1 中 ， 取 4= ~-g, 上 为 任 一 个 正 的 与 9 ER 
的 至 少 具有 两 个 不 同 素 因子 的 基本 判别 式 , 则 有 
ILA, x) LC, xx) -FMA - p) | 


4r EE 


这 里 a w= (4), xs(*)=(S L) yy zoneckar fF, pach 


BRR. (6.23) 的 证 明 , 还 用 到 第 三 章 的 定理 2.3 的 结论 
ZA, Xn) aL, x) LA, XnXa) 。 
由 g.c.d. (hk, d) =1, ka 为 一 个 负 的 基本 判别 式 , tae = Xne 是 


Kronecker a(S), HAMAR, 有 


(5.23) 


Jk Lc, Xn) = 2h (ky log En, JSkgL (1, Xua) = xhikd), 
(5.24) 
这 里 sx HOVE) HERAN, AO 5 h(hd) 分 别 是 二 次 域 


这 样 ,由 (5.23) 与 (5， of 


一 enw Vale” 
(5.25) 
fe (5.25) h, 4H k =12 与 24， 即 得 


ic -120 0g 2+ V8) -2 ava | B Es, 6.20 


wyg 
12 


[ac- ~ 249) log (5 + 2/8) - ~~ PENT q |< < 如 
4 
(5.27) 
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H (5.26), 6.27) R g>, RMA 
[hi -24g log (54+ 2,/6) —-2h(-—12g)log(2+./3)} 
<49e- 8, (5.28) 
h(-129), h(- 240) <2V 1. - (5.29) 
我 们 要 用 A.Bsaker[4] 的 一 个 有 关 结 果 (该 书 p.6, 定理 2， 
并 取 m=2)， 
定理 1.2 设 代数 数 41，as 的 高 分 别 小 于 等 于 Ay, Az Bi, Bs 
为 有 理 整 数 ， 它 们 的 绝对 值 小 于 等 于 B. më 4, 4, B>4, H 
对 数 线性 型 
A = fy log a, + By log a, 3-0, 
《对 数 取 主 值 ), 则 有 
| Aj > BE (legaz} (logda) (loglogds) ， 
这 里 C = (32m), Fora me Qla, a) 的 次 数 , 即 
m= [Qla a): Q]. 
”由 于 2+ V3,5+2V6 分 别 为 下 列 二 个 有 理 整 系数 二 次 方 
EWR: | 
z°—424+1=0, 2?-102+1=0, 
故 2+ V3 4542/6 RAB 4 G10, Wy genus 理论 可 
i AC- 129) 5 h - 249) By 4 的 倍数 ,又 
[Q(24+./3, 54+2./6):Q] =4, 
这 样 , 由 定理 1.2, (5.28) 和 (5.29), 可 得 
49e7 全 > (2./ q) —1284¢ © (log4) (log 10) (loglog’) | 
取 对 数 , 即 有 (用 g> e°?) 
eic 人 1 一 = x 1284 log 4) (log 10) (loglog 4) 
x 2.2 x107 xemir ) 


< 22 (128100 (log 4) (log 10) (loglog 4) (log 2) 


+ log 49), 
由 此 可 得 | 
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e107 < 22000, 
这 不 可 能 , 这 就 证 明了 例外 域 不 存在 。 
这 样 我 们 已 完全 证 明了 Hesgner-Baker-Stark 定理 ， 即 完全 
证 明了 Gauss 关于 只 有 九 个 类 数 1 的 碰 二 次 域 的 著名 猜想 。 


$2 椭圆 曲线 与 模 形 式 


我 们 在 本 节 中 ,概要 地 介绍 椭圆 曲线 的 有 关 理 论 , PS 
曲线 的 上 函数 及 其 BSD 猜想 , 最 后 对 一 条 具体 的 椭圆 曲线 进行 细 
致 的 分 析 。 一 般 来 说 , 我 们 不 给 出 证 明 , 有 关 的 详细 内 容 ， 可 以 参 
考 下 列 的 三 本 书 ， 

(1) J. Silverman, The Arithmetic of Elliptic Ourves, 
GTM 106. Springer-Verlag, 1986. 

(2) D.Huseméller, Elliptic Ourves, GTM 111.Springer. 
Verlag .1987. 

(3) N. Koblitz, Introduction to Elliptic Curves and 
Modular Forms. GTM 97. Springer-Verlag. 1984. 


2.1 椭圆 曲线 理论 概要 


(D 基本 定义 

RK 为 一 个 域 ,长 是 下 的 一 个 固定 的 代数 闭 包 ， 

K 中 一 条 亏 格 (genus) 为 1 的 非 奇 异 的 射影 曲线 如 以 及 上 
的 一 个 点 O, 即 这 样 的 一 对 ( 召 ,，0)， 我 们 称 之 为 一 条 椭 圈 曲线 ， 
通常 上 内 记 为 巴 ， 而 点 0 作 自 然 的 理解 一 般 情 况 下 会 适当 地 指 
H). MRAM EK 上 有 定义 , 且 OE 加 (用), 这 里 如 (K) 表 示 射 
影 曲线 互 上 所 有 坐标 取 自 到 RAKAA, ME, 0) ZeVEK 
上 , 并 记 为 上 /长 x Ex. 

在 同 构 的 意义 下 ， 椭 贺 曲 线 Er 可 以 理解 为 由 下 列 非 奇异 
Weierstrass 方程 ( 齐 次 坐标 ) 

E, y'st omy + agyz? = 03 + aya’ + oye? + age? (5.30) 
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在 P2( 有 K) 中 定义 的 轨迹 ， 并 且 0 = [0, 1, 0j, XE t, -s*y a,€ Ky 
而 非 奇 异 的 意义 是 459, 4 是 五 的 判别 式 , 它 可 如 下 决定 之 : 命 


by = a? + 4a, by = G103 + 204, be = 43 + 4a,, 


bs = ate 一 4;A304+ Alag + aa? 一 a, (5 - 81) 
则 
我 们 指出 , 有 恒等式 
4b; = babs 一 63 (5. 33) 
如 果 用 非 齐 次 坐标 , Weierstrass 方程 便 是 
E, y? + BLY + GY = 2° +a? + GA + Ag, (5.34) 
点 0 成 为 无 穷 远 点 
再 命 
C4 = 63 — 2404, C; = — b3 + 36b,b, — 216b,, (5.35) 
3 
j= j(B) = 1 (BR 4*0), (5. 26) 
_ dw - 
a= 2y+G,0+6, 82° + 2am + a- ay’ (6.37) 
PABA BRIT, KAE By A af oR 
=w +T, y= 7+ sU + t, (5.38) 


Hp u, T, s, EK, Hu wp, u0., Pie O= [0, 1, OR 
动 。 
在 允许 映射 下 , 瑟 变 为 男 一 条 与 之 同 构 的 椭圆 曲线 六 
By Pt Q + G59 = B+ oF? + aE +7, (5.39) 

在 多 许 映 射 (5.38) F, (5.39) 的 有 关 量 的 变化 是 

UG, =4, + 2s, 

Wa, =, — 8a, +3r — 8’, 

Wiz = Ca + Ta; + 2t, 

utza =, — Ed + 2ra, — (t+ 78)a, +37?—Qsk, 

UŽ e = Ag+ Tat 77a, + 73 — ta; — t? — ria, 

u? =b + 12r, 

uth, =b; + rb + 6r?, 


482 WARAY Gauss KRSM ee # 
460 = bs + 27b, + rib, +473, 
usbs = bs + 3r be + Br7b, + 12d. +374, 
Ute, = C4, 
ue, = C6, 
ul? 4 = A, 
ulo =0, 
反之 , AMKH ARES ESN, YE EH 
采用 Weierstrass 方程 , 旦 点 OHARA LO, 1, 0 时 ， 必 是 允许 映 
射 (5.38) 。 
这 样 就 得 到 引 理 2.1, 
引 理 2.1 3 与 都 是 在 同 构 下 不 变 的 , 注意 所 谓 o 不 变 的 意 
思 是 只 差 一 个 不 为 零 的 常数 倍 。 
7 称 为 五 的 9- 不 变量 ，@ 称 为 五 的 不 变 微 分 。 
由 (6.32)、(5.33) 和 (5.35) 可 得 


1234 = ci — ož, (5.40) 
所 以 ,我 们 有 9 
oa a 如 ch(K) &2, 3, (5.41) 
522.2 两 条 椭圆 曲线 在 及 上 同 构 当 且 仅 当 它们 具有 相同 
的 9- 不 变量 。 
证 明 ORR. 
如 oh (至 ) 二 2， 则 在 允许 映射 
Tg, y> y+ (ae +03) (5.42) 
F, E 的 Weierstrass 方程 成 为 下 列 形 式 ， 
E, dy’ =423 + boa? + 2Dbr+ dg, (5.43) 


其 不 变 微分 o= -25 
如 ch) 52, 3,， 则 对 方程 (5.43) BE RH, 
TITEN yY >Y, (5.44) 
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NE Ay Weierstrass 方程 成 为 下 列 形式 ， 


E, =e- 0- 8, (5.45) 
它 的 判别 式 4= D(f)， 即 为 三 次 多 项 式 

f (@) =%3— Th 2- Ey (5.46) 
的 判别 式 , 因为 450, Raf @eK 中 有 三 个 不 同 的 根 。 


BITA, WRR (5.45) 的 不 变 微分 =o, 
以 下 三 条 精 加 曲线 均 在 任意 域 中 定义 ; 

GD E, Y=at+a, H j-RER j=0, 6040, 

(2) E, yY? =x? + an, 其 ?一 不 变量 j =123 = 1728, 如 2a +0; 


36 1 . _ 
2 =y? _ 一 M 一 -~ 一 一 aS HB 
(3) E, y*+2y=a 711725 x 71728 ’ 其 9 一 不 变量 


= 4, 如 j 夺 0, 1728, 
(I) #358 (Mordell-Weil 群 ) 
引 理 2.3 wae ARE, OHARA Abel 群 , 这 个 群 
的 恒 等 元 是 0, 4H Weierstrass 方程 
E, Y? + Giry + tay =x? + ou? + O42 + Be 
给 出 时 , 这 个 群 的 运算 全, 如 下 定义 : 
对 Pi(wi, Y), P2 (za J) CE, 
Ps(%s, y3) = Py (1y Yi) OP2 (a2, y2) € E, 
A 
CL) Ps(@s, ys) =O 4 AIM £= %1, Y= -Y -0t 一 03， 一 
般 地 , 对 Polo Yo) EH, Po 的 道 是 
— Pa = (Co， 一 如 一 gl00 一 Ga)3 
(2) 4 s=% 与 多 = -y — tm 一 Vs 不 同时 成 立时 , 命 
一 Le 一 0 
区 加 sm 


= 3a? + PAL + 8i -0y 
N 2y1 + O12, + 08 
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_ — V1 + Ot + 2G, — Gay), — 
an 
(注意 , 在 所 给 的 条 件 下 , 当 mam 时, 必然 有 如 = 级 )、 则 


Ty = A + BN — Ge — By ~ Bay Ya = — (A+ 04) NY Bo 


(3) 当 Pret Po 时 ， 


一 2 ~ 
y= (BY, (BAM) — a, a — tn 
Ty — v Ta — Ti 


4) 当 Pi=P:=P=P(e, y) EE it, Pss 93) = Py = Pi 
P,= POP, 记 为 Ps=2P， 并 有 
m= wt — him — 2b ~ bg 
4x3 + bamet br t be” 
我 们 可 以 把 上 述 群 运 算 用 以 下 两 图 显示 ， 


Yy 


图 1 


这 两 个 图 的 解释 是 。 连 结 忆 的 两 个 点 与 的 直线 ( 当 卫 = @ 时 ， 
为 过 该 点 的 切线 ) SERBS RR, BERHOMBRSER 
于 另 一 个 点 ,而 最 后 的 这 个 点 定义 为 PQ， 

定理 2.3(Mordell-Weil) 如 区 是 一 个 数 域 ,加 /区 为 一 条 梓 
加 曲线 。 则 如 上 构 作 的 群 Bx = 召 ( 区 ) 是 一 个 有 限 秩 的 Abel 群 ， 
Bp 

HK) ZF (K) xZ”, 

XE r EER) WHR Ei(K) Æ EK) hy torsion FÆ, MH 
ECS) 的 所 有 有 上限 阶 元 素 组 成 的 子 群 , 它 是 一 个 育 限 群 。 

定理 2.2(B.Mazur) 


GD RE 为 一 个 数 域 ，2 为 一 个 有 理 素数 。 那 么 存在 一 个 党 
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B N= NK, PERNA RHR E/K, BF, 
| E(B) | <p", 
HECK), Rm 加 (有 &) 的 Pp 一 部 分 。 
(2) 设 £/Q 为 一 条 椭圆 曲线 ， 则 torsion 子 群 Eor (Q) VA 
下 列 15 种 群 之 一 : 
Z/NZ, 1<N<i0 或 N=12, 
Z/2ExZ/2ANZ, 1<N<4, 


以 上 两 个 定理 , 特别 是 Morde!l-W oil 定理 是 椭圆 曲线 理 的 基 
ARB, PBK Lay — Sei M h AE/K, HEE) 称 为 
Mordell-Weil 群 ， 当 然 也 可 以 对 一 般 域 这 样 称呼 。Mordell-Weil 
定理 说 明 ， 对 数 域 上 的 一 条 椭圆 曲线 E, 它 的 Mordell-Weil 群 是 
有 限 秩 的 。 从 而 有 下 面 的 重要 定义 。 

定义 2.1 对 数 域 上 一 条 椭圆 曲线 加/ 及 ， 定 理 2.1 中 所 
确定 的 非 负 整 数 7, 称 为 /用 Hi, 记 为 Tank(B/K) =r, 

RR EN 上 一 条 给 定 的 椭圆 曲线 E/K, AERE, 是 一 个 
重要 的 工作 。 特别 是 有 理 数 域 咏 上 的 椭圆 曲线 五/Q@， 这 方面 已 
有 很 多 工作 ， 已 经 算出 有 0<rs14 的 B/Q. 一般 猿 想 有 ?7 任意 
KK EQ. 

如 果 Weierstrass 方程 

E, y+ avy + ayy = T? + a2? + aye + ag (5.47) 
是 奇异 的 ， 即 其 判别 式 4=0, 则 由 (5.47) 给 出 的 曲线 召 上 有 一 个 
唯一 的 奇 点 D: 当 c40 时 , S 是 一 个 结 点 (Node); 当 c=0 时 ，8 
是 一 个 尖 点 (dusp) 。 令 一。 是 (5.47) 给 出 的 曲线 如 的 非 奇 异 部 
分 (当然 还 要 附 上 无 穷 远 点 O) 。 那 么 由 上 述 引 理 2.3 所 定义 的 运 
HO, 仍 使 Hoe 成 为 一 个 Abel 群 。 并 可 区 分 为 下 列 的 几 种 情 
bis 

(a) 设 c=0, BUS Aitik K (Node) BY, + E ES 处 的 那 两 
条 不 同 的 切线 为 

Y=A,0+ Bi, a, BEK, =1, 2, 
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在 映射 (%, o) IDAS aK, Ey, MURRAK”, 并 且 : 

4) mane K, 则 必定 也 有 Qs EKK， 同 时 还 会 有 ， 

,sRK) 守 有 "(KR 的 乘法 群 )， 

(42) 如 果 aé KO Nii ba ~at K), M Z = K(a,, a2) Æ K 

的 一 个 二 次 扩 域 , 且 有 
Es RK)tEDIN yx (人 =I}; 

Œ) He,=0, SAER A Ousp) iN, 令 召 在 5S 处 的 那 条 

切线 为 - 
y=ar+B, a, BEK, 
在 同 构 映射 (o, y) >—2— PCP, (a(S) 是 人 的 第 一 个 坐标 ) 下 ， 
如. 宕 到 + E 的 加 法 群 )， 
TARIA RRE T RA Cusp) 与 结 点 (Node). 


图 3 RA 图 4 结 点 
(H) i AxCsogeny) MAR (Complex multiplication) 
HEr, E: HRRBEH RAMA, E BE, hy — > zw HSH 
(Morphism) ( 即 处 处 正则 的 有 理 上 映射 ) 
$b El->E, 
如 满足 8(0) =0, Re FE, 到 加 的 一 个 同 态 映射 ， 简 称 为 一 个 
F] & Gsogeny), 。 如 吾 : 与 B 之 闻 存 在 一 个 同 态 映射 使 eE) 


$32) HMR SRR 887 


æ {0}, PP E, 与 E: 基 同 态 的 (isogenous) ， 
由 于 E., E, 都 基 群 ， 故 由 E, 到 E, 的 全 体 同 态 组 成 的 集合 ， 
EN 
Hom(#,, E) = (6|¢ % E, 到 五 的 同 态 ) 
是 一 个 群 , 它 的 群 运算 四 如 下 和 定义 之 : 
(GD) P) =: (P) (P), VP EF, h, 
$: € Hom (E, Be), 
4 End(#) = Hom (E, E) 为 加 到 自身 的 全 体 自 间 人 态 组 成 区 
合 , 它 是 一 个 环 , MEO Cie MHL, 而 乘法 定义 为 映射 的 合成 ， 
gj 
(hd) (P) =6 (4 (P)), VP EE, hi, bE End (D. 
End(E) RAH AASA., End(E) 中 的 可 逆 元 组 成 了 允 的 自 
同 构 群 , 记 为 Aut (E), 
“4H, Ez, EREMAERK 上 时 , 我 们 得 到 定义 在 域 尺 上 的 
AA FAH. BAAD ALB, 并 相应 地 记 为 
Hom, (E, E), Endg (E), Autx (E), 
定理 2.3 HIRAMA E, End(E) 是 一 个 特征 零 的 
BX, 且 其 对 Z 的 秩 至 多 为 4, 更 精密 些 ，End(EB) 只 有 下 列 三 种 
可 能 性 ， 
(1) End(E) Zz, 
(2) End(E) Æ Q 的 一 个 虚 二 次 扩 域 中 的 某 个 Order, 
(3) End(E) Æ Q 的 一 个 四 元 代数 中 的 某 个 Order, 
定义 2.2 如 对 一 条 椭圆 曲线 五 有 End (HEZ, WHE F 
4 $ (Complex Multiplication), 
4 ch (K) =0 时, End (E) @Q 不 可 能 是 一 个 四 元 代数 。 而 当 
民 是 有 限 域 时 ,Bnd() 总 是 比 Z 六 , 并 且 存 在 区 上 的 权 贺 曲线 
E, (i End(E) 为 一 非 交换 的 环 。 关 于 Bnd( 妨 ) 的 详细 而 完整 的 
HEI M. Doring 的 有 关 论 文 ， 其 出 处 可 在 开头 列 三 本 书 中 找 
到 。 
(VY) Tate 模 
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对 一 个 有 理 整 数 m, 定义 糖 圆 曲线 如 的 一 个 自 同 态 fm]， 
[mIP = PO-…@P, i m>0,; 

下 
[m]P=[-m](-P), i m<0; 
[o]P =0, 
[m] 称 为 用 m 来 . 
RE, 0) 是 一 条 椭圆 曲线 ，m EZ，m 二 0。 E fy m-torsion 
子 群 , 记 为 再 [m] 定义 为 ， 
Efm] ={PEE| [mP =0}, 
pp E[m] = Kerm], 
引 理 2.4 在 上 述 假定 下 , 我们 有 如 下 结论 ， 
(1) wR ch(®) =0 Rm 5 ch(K) HX, MA 
Him) =(Z/mZ) x (2/mZ); 
(2) mE ch(K) = pC 有 理 素 数 ), WA 
Ep") {0}, vu=1, 2, 3, eee 
或 
El p"]2Z/p"Z, Vu=1, 2, 8, =, 
定义 2.3 KI-RMMAER—fPRHlLEZ, E Hy l-adio 
Tate 模 T, (E) 定义 为 群 
T(E) =lim E, 


Fe HE A RA ET TP) H SRR Sim Be 
Erie] ©, Brey, 

因为 每 一 个 名 [1"] BRE Z/Z-, FUT.) 是 一 
A Z-t, 这 里 Z, 是 1-adic 整数 环 。 

引 理 2.5 作为 一 个 缉 :- 模 ,Tate MT, ( 吾 ) 有 下 列 结构 : 

(1) TE) ZI XZ, gy lach(K); 

(2) T, Œ) ={0 R Zp, 如 2 了 P=ch(K)。 

(V) yy- 约 化 与 导 子 (Qonductor) 

KX, 2K AEK 的 一 个 给 定 的 标准 离散 指数 赋值 Y 下 为 
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完备 的 局 部 域 , A, HARM, BERK, GI, BAKAR. 
ky, 的 特征 为 2。 
经 过 人 允许 映射 后 , 我 们 可 设 椭圆 曲线 名 的 Weierstrass 方程 

Hy, yi + Gey + Bgy =v + box? + Gx + He (5.48) 
WE v(a), t=1, 2, 3, 4,6, 3H v(4) 达到 极 小 值 。 注 意 
这 是 对 一 个 固定 的 离散 赋值 v a, FT (5.48) HKALE iy v-adic 
H) Weierstrass 方程 ， 它 代表 了 K, 上 的 一 条 椭圆 曲线 萎 ,。 记 
Fe) RBG Aad, VaeK, K via) >0, WRNBAT ke 上 
的 一 条 三 次 有 曲线 的 Weierstrass 方程 ， 

Ey, y+ Gey +t Gay = 2 + G2? + Gat Ts. 

五 ,只 有 下 列 几 种 可 能 ， 

(1) E, 是 非 奇异 的 , IE, Æ k, 上 的 一 条 椭圆 曲线 ,这 时 称 
E, 为 卫 的 一 个 好 约 化 (good reduction) (MBH), tha E E 
v 处 有 一 个 好 约 化 ,也 称 Y 为 五 的 一 个 好 (离散 ) 赋 值 ; 

(2) E, 不 是 非 奇异 的 , 即 E, RE k, 上 的 一 条 椭圆 曲线 ， 这 
时 称 E, 为 芋 的 一 个 坏 约 化 (bad reduction), iE Æ v 处 有 一 
个 坏 约 化 , 也 称 v 为 吾 的 一 个 坏 ( 离 散 ) 赋 和 值 , 这 时 又 可 区 分 为 二 种 
Fi pl: 

(2a) E, 有 一 个 结 点 (Node) 时 ， 称 为 来 性 约 化 (或 半 稳 定 约 
化 )， 这 时 E, 的 非 奇异 部 分 同 构 于 E” (4, 的 代数 闭 包 天 的 乘法 
群 ) 的 一 个 子 群 。 并 且 依 据 在 结 点 处 的 切线 的 斜率 是 否 属于 ,分 
别称 为 Split 来 性 约 化 或 非 Split 乘 性 约 化 

(2b) #, 有 一 个 尖 点 (Cusp) 时 ， 称 为 加 性 约 化 (或 不 稳定 约 
化 ), 这 时 E, 的 非 奇异 部 分 同 构 于 Et, 的 加 法 群 )， 


ty» 


1, 如 五 在 v 处 有 一 个 乘 性 约 化 ， 
2+6,, mE tev 处 有 一 个 加 性 约 化 ， 
这 里 非 负 整数 6, 是 Galois #G(K,/K,) = Gal (K,/K,) KEF 
He I, 在 Tate mM 7T,(8) 上 作用 的 “野性 分 歧 *” (Wildlyramified) 的 


in 在 V 处 有 一 个 好 约 化 
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一 个 度量 , 其 中 ?可 取 为 任 一 个 不 等 于 p(=ch(%,)) 的 有 理 素 数 ， 
这 个 度量 是 J.P.Serre 引 进 的 。 当 p2, 8 时 ,有 6, =0; 当 TB) 
oy “ape pak? (Tamelyramified) 的 Gx,- 模 时 ，0, =0。 可 知 ， 
当 4= Lejg 为 E/E 的 极 小 判别 式 时 , m, =0rd, (4) -1-~ 0, 2H 
在 v 处 极 小 完备 Neron 模 的 特殊 纤维 的 不 可 约 分 量 的 个 数 。 所 
以 9, 的 定义 极为 繁复 上述 所 述 定 义 的 确切 含意 不 能 在 此 详 述 。 
可 人 参考 本 节 开 头 所 列 的 前 二 本 书 , 那里 列 有 很 详细 的 资料 , 以 及 0， 
的 各 种 可 能 性 ， 

fy BREE NYARITA. 

我 们 现在 可 以 给 出 下 列 重 要 的 关于 椭圆 曲线 的 导 子 的 定义 : 

定义 2.4 BK HP ROR, E/K 为 一 条 椭圆 有 曲线 。B/K 的 
导 子 (Conductor) 定义 为 下 的 如 下 的 一 个 整理 想 ， 

Na/g = Li By, 

ZE v Sat KR BT IRS OD Pe BR BR, BLO 
相应 于 vv 的 素 理想 , So 定义 如 上 。 


2.2 工 - 级 数 与 T_-W 猜想 


RK ATS BR, E/K 为 一 条 椭 加 上 曲线,» EK 的 一 个 离散 
赋值 ， 可 设 其 为 标准 指数 赋值 。 置 9,= |k], E Ev 处 的 约 化 记 


对 不 定 元 工 , E 
1~a,P+9,T?, a,=¢,+1-|#,,)|, mE Ev 
处 有 一 个 好 约 化 
L, (Pf) = s1~T, 如 三 在 处 有 一 个 SplE 乘 性 约 化 ; 
1+T, wE E v 处 有 一 个 非 Split 乘 性 约 化 ; 
1, mE F v 处 有 一 个 加 性 约 化 。 


定义 2.5 E/K 的 上 -级 数 定 义 为 Euler HRA, 
Le(s) = La/g(s) = LI Z,a), EC (5.49) 


ZE v Pt K 的 所 有 (彼此 不 等 价 ) 的 离散 赋值 。 由 Hasse 的 一 
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ne 对 好 的 六 有 le,|<2/9,, 于 是 (5. RRR 
在 Res > - 时 , 是 收敛 的 ， 从 而 Ze(s) 在 Res > S- 5 时 是 一 个 解析 


BK BX. 
有 下 列 的 Hasse-Weil 狂想. 
MESA BRK 上任 一 条 椭圆 曲线 耳 的 工 - 级 数 Lsls) 可 
以 解析 开拓 到 整个 s 平面 成 为 8。 的 一 个 整 函数 , 并 且 满 足 
Ane (s) SE AP RS) Ly), (8) = WAg/K (2-8), 
这 里 w= 1, Tx (s) = (到 St). n= [EQ], 以 及 
A= Ag x = Ng/o (Na/k) disa, 
其 中 Nag 为 加/R fy Oonductor, dga 为 至 的 绝对 判别 式 ， 并 
EH 4mg(s) 也 是 8 的 整 函 数 。 
上 述 的 猜想 5.A(Hasse-Weil) 已 在 许多 情况 下 被 证 明 ， 
以 下 , RINK K=Q, & B= EQ 为 一 条 椭圆 曲线 ， 
Le(s) = L zg C8) 
为 E 的 如 上 定义 的 荆 - AMR A d -K ġe. E i  -F (Condu- 
ctor) 可 取 为 一 个 正 整数 Ng = Nae. 而 有 
Ag(s) = NY AD) T(s)Le(s), (5.50) 
则 我 们 有 下 列 的 Hasse-Weil 猜想 。 
猜想 5.B 对 @ 上 的 任 一 条 椭圆 曲线 £/Q, 如 上 年 义 的 函 
数 Le(s) A Ags) 均 可 解析 开拓 到 整个 s 平面 而 成 的 整 函 数 ， 
且 满 足 函 数 方程 
Ag(s) = wAgi2-s), w= +1, (5.51) 
ye +e 5. C (Tan iyama-Weil) aa iad 是 一 条 椭 同 曲线 ， 其 导 
FAN (EH), 再 设 
Lz(s) som ( Res >>) 


为 其 上 -级 数 , 并 令 N 
f (T) = 之 CeT ìn (Im t>0) 
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为 Ln(s) pat Mollin 变换 。 则 有 有 ， 

D FORA SLD KARTE raCN) 的 权 为 2 的 尖 点 
形式 ， 即 7 (z) 是 了 -上 半 平 面 豆 上 的 一 个 解析 函数 ， 它 在 盏 */T 
CT 前 每 一 个 央 点 处 取信 (这 种 取 值 有 特别 的 定义 方式 ) BIW, 
并 且 满 足 变换 方程， 

(GAD) EDSO, y. gE, 


a 
CT+d C 


这 里 
Ny æa 6 1a,6,c, d€Z,ad—be=1, 
Po) E a | c=0(mod N) L, 
H*=HUPQ). | 
(2) 对 每 一 个 有 理 素 数 OLN, 4ST, 为 相应 的 Hecke BF, 


H 
TPO = pF (pr) + S f (3), 
HOW ART: 
WAO =A. 
则 有 


T f =cof wf =-Wf, w= +1, 
XEKO RT yw RAR, 

(3) Rot H/Q 的 不 变 微分 。 则 存在 一 个 定义 在 @ 上 的 态 
射 内 XoN)—H, (878 b*(@) N) 上 由 f @de 所 表示 
的 微分 形式 的 一 个 常数 倍 。 这 里 XM LAER ToCN) 决 
定 的 模 曲 线 , 即 了 oCNV)/Q 是 一 条 光滑 的 射影 曲线 , 并 且 存 在 一 个 
复 解析 同 构 

Jum 至 "/To(N) 一 > 工 o(W)(C)， 
使 得 ， 

设 TEH/ToON), KR= QCjy,of7T))。 WE jw,o F,T 对 应 于 对 
(pein) <H, 0> 的 一 个 等 价 类 , ih E yg, OCH 是 一 
个 和 阶 的 循环 子 群 。 这 个 等 价 类 中 含有 一 个 如 OC 均 在 K 上 定义 
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的 对 (pair) (EIE E ESE KE kii RH R, WOc BK) 在 Galois 
# G(K/K) FWAD). 

T-W 狂想 已 对 于 具有 复 乘 的 椭圆 曲线 证 明 是 成 立 的 , 也 在 许 
多 其 他 情况 下 被 证 明了 ,参考 LNM 476( 参 考 文献 的 [101])， 


2.3 S-T 群 与 BSD 猜想 


本 小 节 中 , 恒 设 用 为数 域 

定义 2.6 ` 设 了 /长 为 一 条 补 圆 曲线 。 加 /发 的 一 个 齐 性 空间 
fe FIA C/K, 以 及 吾 在 C 上 起 一 个 定义 在 及 上 的 单 可 
递 代 数 群 的 作用 。 也 即 E/K 的 一 个 齐 性 空间 实际 上 是 由 一 对 
(C, +) 组 成 的 , 其 中 C/K 为 一 条 光滑 曲线 , 且 

+; Cx HC 

”是 定义 在 长 上 的 一 个 态 射 , 并且 具 有 如 下 性 质 ， 

(Í) p+0=p, Vped, 这 里 0 是 恕 的 恒 等 元 ; 

(2) (p+ P)+Q=p+ (POQ), VeeEd, P, QEF, 

(3) Vp, VEO, 存在 唯一 的 卫 E 刀 , 使 p+ P=q, 

定义 2.7 Be E/K HRA, C/K GO /K 4 E/K 
的 两 个 齐 性 空间 。C/ 疼 BC /K 称 为 等 价 , 如 果 存 在 一 个 定义 在 
K 上 的 由 C 到 O 的 同 构 映射 06, AO 满足 

6(p+P) =0(D) + 了 Voed, PEE, 

定理 2.4 K E/K A-ARAMR, E/R 的 齐 性 空间 等 价 
类 全 体 , 构成 了 一 个 群 , BK Weil-Chatelet #, jy WC(E/K), 
它 同 构 于 H'(G(K/K), E) (其 中 G(K/K) 是 Galois 群 Gal (K 
/长 )),， 所 用 的 同 构 映 射 如 下 B O/K A E/K 的 一 个 齐 性 空间 ， 
任意 选 定 peoEC, MIC/K 的 等 价 类 

{C/K} ——> {o> p3 — po} E€ H!(G(K/B), EB), 

WC B/RK) 的 恒 等 元 是 所 谓 前 显然 类 ， 即 该 类 中 含有 由 加 及 作用 
于 名 的 平移 所 组 成 的 齐 性 空间 。 一 个 齐 性 空间 C/K 属于 显然 类 
的 充 要 条 件 是 C(K) 非 空 。 

E Mr 为 区 的 所 有 彼此 不 等 价 的 赋值 组 成 的 集合 。 对 每 一 
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i-ve My, 也 可 对 五/ 时 定义 群 扩 CC(B/ 民 ,)。 由 此 可 得 
定义 2.8 设 耳 /KK 为 一 条 椭 贺 曲线。 定义/ 四 的 Sbatare- 
vich-Tate 群 为 WWC(B/ 区 ) 的 一 个 如 下 的 子 群 ， 
(EB/K) = Ker{WO(B/K)—-> [| WC(#/K,)}, 
VENMR 
BD ay Diese S-T RI (E/K) A E/K 的 处 处 均 为 局 部 显然 的 
齐 性 空间 ， 即 对 每 一 个 YE 凡 x， 均 有 一 个 发 , -点 的 齐 性 空间 等 
价 类 组 成 的 群 . 
猜想 5.D 对 任意 一 个 数 域 至 , 和 任意 一 条 椭圆 曲线 E/K, 
S-T Æ I (E/K) 是 一 个 有 限 群 ， 且 其 阶 为 一 个 完全 平方 的 正 整 
数 。 
K. Rubin 首先 在 1986 年 证 明 猜 想 5. D 对 一 批 椭圆 曲线 是 
RER. 
设 @&@ 为 有 理 数 域 , Q, 为 p-adic Hin, EQ 为 一 条 椭圆 曲线 ， 
并 设 五 /@ 为 由 极 小 Weierstrass 方程 
E, Y? + acy + ayy = 2° + Gat? + Aw + dg (5.52) 
给 出 。 方 程 (5.52) 称 为 极 小, 如 果 它 满足 
(1) a eZ, $=1, 2, 3, 4, 6; 
(2) 对 每 一 个 有 理 素 数 p, SE pg p-adic & / Weierstrass 
方程 的 判别 式 为 4,( 参 考 (5.48))。 那 么 有 
A=] pru», 
这 里 p 跑 过 所 有 有 理 素 数 D, 4 是 (5.52) 的 判别 式 。 
相应 于 方程 (5.52), o = gy Ky E/Qk Néron 不 
》，Q = | ,19 | 是 妃 的 实 周期 或 其 两 倍 , BOR ECR) 连通 与 
TE. 
E/Q W S-T HH W(E/Q), 
X} P = (a, 21. ++, Em) E P(Q), P 的 高 定义 为 
HP) = I maxt [tole …, [tml ot, 


设 EQD AE— MEE RHR BRM, 且 了 为 实 值 函 数 ， 即 应 有 
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f(-P)=f(P)EPI(R), Week, 对 PEB, 令 
hy(P) =log H(F(P)). 
引 理 2.6 (Tate) Nee EHC), 极限 


` da DRAW ((2"1P) 


存在 , BASS HARER. 

引 理 中 的 极限 , 称 为 P H Néron-Tate 高 , ALENT B/Q 的 
Néron-Tate 高 函数 , 记 为 h, 

BHP, PrEHQART E(Q/Eo: (Q), WH 

l RE(B/Q) = det( <P,, Py>dirciser 
为 BQ) /oi (Q) HE n) -F (Regulator), 其 中 


<P,, Pi> = FP. +P) - h(P,)-aP,)). 


R(E/Q) ER H E/Q 的 正则 子 

对 每 一 个 有 理 素数 p, 令 EQ) AEQ) E p-b 
奇异 点 的 原 象 组 成 的 集合 ， 并 记 oo = |H(Q,)/HyQ,)|, 那么 c, 
=I, 如 召 在 Pp 处 有 好 约 化 ，c。= 一 ordp (7) 衬 1， 如 召 在 Pp 处 有 一 
个 Split RR th, FTE HW j -不 变量 ; 1<c6<4, Hite, 

现在 我 们 可 以 来 叙述 椭圆 曲线 忆 /Q 的 BSD 猜想 了 。 

猜想 5.E(Birch-Swinnerton-Dyer) i% #/Q 为 椭圆 曲线 ， 
其 余 记号 如 上 , WA: | 

C1) E/Q K L-K% le(s) 在 s=1 处 有 一 个 阶 为 "(= 也 (QQ@) 
的 秩 ) 的 零点 3 

(2) 设 7=Tank H(Q), WA 

Lels) 


lim Tr = Q| TTC E/Q) TRE/Q) | Bo.(Q)|- Tee, 
这 里 p 跑 过 所 有 的 有 理 素 数 ， 
BSD 猜想 已 被 证 明 对 无 穷 多 条 椭圆 曲线 B/O 是 成 立 的 。 
2.4 一 条 具体 的 椭圆 曲线 的 讨论 
我 们 现在 讨论 人 上 椭圆 曲线 (会 见 文献 [ 门 ) 
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E, y = 4r? -28r +25 (5.53) 

E WIT 入 = 5077, REIRA. FEQ EHEH 38H 
HAH, HA FE RRR PST AR) a RE. E hyh 
Weierstrass 方程 为 (Ah (5.53) Pye e sc, yr 244178 
出 ) 

E, yY+y=e0~Te+6, (5.54) 
方程 (5.54) 的 判别 式 4= 5077 =N, 

对 由 (5.53) 或 (5.54) 所 定义 的 椭圆 曲线 E, WR LNA AS 
MKSP) =z(P)【 即 PP 的 第 一 个 坐标 )。 于 是 对 PeEB(Q@)， 
有 : 

ACP) =h; (P) = log max(|a|, b), 


z(P) =, b>0, a, bEZ, g.c.d. (a, b)=1, (5.55) 
Hay 4 EQ) Ay Néron-Tate 高 的 公式 ， 


A(P) = log b+ F(a(P)), (5.56) 
这 里 5 是 oP) aE, (5.55) PRs 而 了 F(z) 为 一 个 如 下 定义 
的 实 值 函 数 ， 


F(a) =log|a| + > 4-9-1 log 2,, (5.57) 
其 中 
2,=1+14a7* — 50m7? 二 49274，20 =a, 
wå +140? — 50x, +49 


wel Ap -9580425 ， 


为 了 对 一 切 都 更 方便 一 些 , 我 们 改写 (5.57) 为 
F(a) = | log(w* +14 — BOw +49) + 3)4-*-Hlog ai， 


(5.58) 
事实 上 , Ae =2(2*P), Kit, n>m, A 2,>6,=1.946..., 
这 里 el< es< es 表示 三 次 多 项 式 4m3 -28r+25 的 三 个 根 。 于 是 

1<z,<1.328.-., O<log 2,<0.284..., 
Fin>1, WRB (5.57) (5.58) ERRER, RIA 
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0<F (a2) -log|z|<0.0947.…, 如 2 之 63。 
从 而 不 难 证 明 
0<xF (x) -log max(|2|, 1)<1.205..., 
由 此 及 (5.55) 与 (5.56) 有 
h(P) <h(P) <h(P) +1.205... (5.59) 
用 (5.59) 不 难 证 明 , HQ) Pye ACP) <1 的 无 限 阶 元 P 有 
且 仅 有 三 个 
Po = 0, 2), Pi= (1, 0), Pa= (2, 0)。( 用 到 (5.54)) 
对 每 一 个 有 理 素 数 p507, ty 
Ns,=l1+|{2, YEZ] +Y=0 -—7e+6(mod p)}{, (5.60) 
容易 算出 N3=7, N5=10, h |ior(Q@) RR N, Ns, 即 知 应 有 
1Bior(@) | = 上 。 因 此 可 以 证 明 Po, Pi, Po Æ EKER, BI 
有 


H(Q) =Z2P,)+ZP,+2ZP, (5.61) 
于 是 正则 子 
R(E/Q) =det(<P,. Py>)ocisses 
0.9909... — 0.2365... —0 2764... 
san <0 85 0.6682... 9 
— 0, 2764... 0.0333... 0.7670... 
= 0.4171435587... (5.62) 


F ity Neron 不 变 微 分 品 = 57, AT 


9=|。 lol=2|。 .lel， 
这 是 因为 ERPATRE, ECR)? 为 其 中 任意 一 支 ， 如 
把 如 的 方程 (5.53) 改写 为 人 P=4(% 一 61) (zs -es) (w—e3), Hp 
6; < es < 63, 有 
Qn 
4 =4.15 
0 = | 各 -u gat 1687.. 
(5.63) 
这 里 对 两 个 正 实数 z，9, 定义 
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M (a, y) =lim v, = lim Yy, 
其 中 


Vo= L, Y= Y, nyl = Tn yA, Yost = N/TnYn, 


E ity 工 - 级 数 在 半 平 面 Res > 3 上 由 下 列 Euler 乘积 给 出 
Laz(s) = A+ 5077-°) -= Th (1—a, p~ + p12:)-1 


= Hamn” , (5.64) 
这 里 , 当 p 跑 过 所 有 理 素 数 ， 当 Pp 在 5077 时 ，6p = pr+1-N,, N, 
由 (5.60) 定 义 , RATA [tp |<2./ 2 。 一 般 的 有 [Qn] STOVN , 
Tt(W) 是 "的 正 因 子 的 个 数 。 令 
A Nin) Te) Ls (8) = {Ff (5 yay, 
(5.65) 
其 中 N= 5077, 和 
f@M= > a,e*='s7(r EC, Imrt>0), (5. 66) 
T-W AAIE OBA KRAZH-TRABR, R 
个 权 与 这 个 水 平 的 尖 点 形式 空间 SN) ER 422. 我 们 可 以 
在 Sa(VVW) 中 进行 有 限 次 计算 来 验证 这 一 点 (对 每 一 条 具体 给 定 的 
椭圆 曲线 加/& 都 可 以 用 同样 方式 , 经 有 限 步 计算 来 加 以 验证 ), 但 
是 计算 量 太 大 , 我 们 不 在 此 列举 了 。 由 此 可 知 f (7) 满足 函数 方程 
F(Z) Nerf CnD， 
从 而 可 以 得 到 Le(s) 的 解析 开拓 以 及 函 数 方程 
AC) =|, fA) tty )dy= - A -8), (6.87) 


HH A(s) 45 Le(s) By s 的 整 函数 。 
Hy (5.67) BN, Zez(s) 在 s= 工 处 的 零点 的 阶 是 一 个 奇数 ， 故 
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ANQ) = ?| f (r L) dog y)"dy 


asaf a-2æny/ YY (log y) "dy, (5.68) 
假定 4(s) 在 * = 工 处 的 零点 的 阶 大 于 等 于 7， 则 对 (5.68) 做 
一 次 分 部 积分 , 即 得 
Dp) = 55, AQ) = art $ on ” a (27 
这 里 ,对 2>0, 有 
1 (ff d 
GD =r," dogy) (rl) (5.70) 
可 以 证 明 (? 为 Ruler 常数 ) 
sigt -y CD" 
aw = log > -y+ CD a, 
这 可 用 于 % 较 小 时 (例如 z<3) 的 计算 ， 对 先天 的 2(%>?) 可 用 下 
” 列 连 分 数 展 开 式 


ay) (5.69) 


还 可 证 明 
Gis (x) = 4 (log t -p7 + -T5-(log + =y) 
-60,5 《一 了 7 (5.71) 


nel nè. 4 ? 
等 等 。 这样 经 过 计算 可 以 证 明 
[Lig (1) | <10-3, (5.72) 
Hy B.Gross-D.Zagior @41, J.-L. Waldspurger !'6] (ag 11051) py 
ie B.Mazur-H.P.F.Swinnerton-Dyer!™!, ay WEH, 存在 也 E 
EQ), 使 
Ly (1) =aQh(P), (5.73) 
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这 里 “是 一 个 非 零 的 有 理 数 , w"1<0.6 xl10139。 
这 里 的 具体 过 程 如 下 ， 首 先 由 Waldspurgerll06l (a 11051) 知 ， 
可 到 负 的 基本 判别 式 刀 及 xp, 使 La(s) 的 xo-twist 
Le(8, Xo) = > GnXD (和 2) 了 9 
为 五 的 D-twist Ep 
Ep, Dy? = 4a3 ~ 282 +25 
的 D-H, En/Q 仍 是 一 条 椭圆 曲线 , 并 且 Lell, xp) 0, 
再 由 Mazur-Swinnerton-Dyer!) 可 知 
Le (l, Xp) = Barz, 
这 里 Qr, 为 Bo 的 周期 ， 8 是 一 个 正 的 有 理 数 ， 其 分 子 分 母 的 上 
和 界 只 依 束 于 D, 且 可 由 所 谓 的 Modular 符号 计算 之 。 
最 后 由 Gross—Zagier 24) 可 知 , 存在 PE 加 (Q) 使 
Lel, xo) Th(D) = 00,, AP), 
RK 


其 中 wx 为 尽 =@(VD) 的 单位 根 群 的 阶 ， 由 此 即 得 所 需 ， 注 意 
可 取 D= 一 4, 
这 样 , 当 上 Lg(1) 二 0 时， 由 (5.73) 可 知 0<%(CP) <0.6。 我 们 
已 知 N6rou-Tate 高 <1 HERRERA Po, Pi, Pa, Hie P = 
Po, Pi RP QER ACP) =0 4 AMY P RARE, 在 我 们 这 里 
的 情况 下 , 即 为 P=0)。 但 可 算出 
A(P,) >0.65(4 =0, 1, 2), 


得 出 矛盾 。 这 就 证 明了 
TCD =0, (5.74) 


又 可 用 (5.71) 算出 


。 Lz(s8) >» a Onn 
] a ~ 一 ~、 = 2 aw, 一 | 之】 ees 
im er = 23) SG, BFF) 1.7318499 


(5.75) 
所 以 由 (5.749 与 (5.75) 证 明了 Le(s) 在 8=1 处 有 一 个 3 阶 
零点 。 
& A(n) 为 Liouville pax, BP 
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wom) = J CD”. 


mii 


置 
Loy =2e($)2e( 4) Fh, 0-9-5 


pao 
其 中 
LeGs, 4) = Sad (nn, 
可 以 证 明 ( 见 @.Shimarat) 
Ye) = TE As pty $S, Re(s)>2, (5.70) 


p50 


并 且 函 数 (N = 5077) 
Ais) Ns (Qn) -Tr (syar(S\E(s) 6-1 
可 解析 开拓 为 整个 s 平面 上 的 整 函数 , I I 
A(—s) = As), (5.78) 
还 可 有 
AQ =N {f If (x) [2 |drAdz|>0, (5.79) 


DN) 


这 里 Da(W) 是 上 半 平 面 在 To(NW) 下 的 基 域 (以 上 还 可 参考 
A .P. Ogg !5}) | 


$3 Goldfeld-Gross-Zagier 定 理 及 其 证 明 


在 本 节 中 , 我 们 用 $2.4 的 结论 来 给 出 GGZ 定理 的 证 明 。 这 
个 证 明 是 J. Oésterle (84) 给 出 的 , 它 改进 了 D.Goldfeld (4) 的 原始 
证 明 。 

设 -d 为 一 个 给 定 的 负 的 基本 判别 式 , KQ -四 是 一 个 虑 
二 次 域 , Wh=h(-d) shy EK 的 类 数 , 我 们 有 下 面 的 定理 。 

定理 3.1 (Goldfeld—Gross—Zagior—Oésterlé) 

在 上 述 记号 下 , RNA 

55h( — ad) > 6(d)log d, 
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这 里 


PEPCA) 


SRP) 表示 的 所 有 素 因 子 中 除去 最 大 素 因子 之 后 所 得 的 集 


合 。 


sa = p -EXPL 


推论 

(d) He AC —d) 4, I 557( 一 人 全 log d; 

(2) # AC -—d) =2 (mod 4), H] 220}( —d) >log d; 

(3) # AC -d) =4(mod 8), M) 660A( — d) Slog d; 

(4) E A-d) <b, 则 4 已 尽数 列举 于 p.337 的 表 中 。 

证 明 (1), (2), (3) 由 定理 3.1 立 即 可 得 。 于 是 可 知 h( -d) 
<5 Rf, VA dest, 这样 (4) 由 引 理 1.1 以 及 以 下 引 理 得 出 ， 

引 理 3.1 引 理 1.1 中 所 提 及 的 可 能 的 例外 域 

K=Q(V -dd) 

的 判别 式 -a<0, 满足 4> 63000, 

这 一 引 理 可 仿照 引 理工 .2 的 证 明证 出 。 

附注 Gauss 最初 所 计算 的 类 数 表 , 列 有 %( -d) <5 的 , 所 以 
我 们 终于 可 以 最 后 涪 ; Gauss 的 表 是 完全 的 ! 


3.1 一 些 引 再 

在 络 出 上 述 的 GOZO 定理 的 证 明之 前 ,我们 先 来 证 明 一 些 引 
理 。 设 一 Q, K, hh 如上, 令 X(*) = (= ) 为 Kronecker %8 K 
的 Dedekind 5- 函数 Cx (8) =C(s)L(s, X). Æ K 的 理想 类 群 多 x 
与 判别 式 为 -4 的 正定 的 有 理 整 系数 二 元 二 次 原型 类 群 多 (4) 
之 间 , 我 们 已 建立 了 下 列 的 一 一 对 应 。 

对 每 一 个 理想 类 EECa, HMM UEC, F101, 02} YA Hy 
一 组 有 向 2- 基 ( 即 要 求 010(@;) -0:0 (01) = NC20 V/T), WE 
元 二 次 型 9(z, y) = 一 《起 各 区 是 一 个 正定 的 有 理 整 系数 二 元 
二 次 原型 。 在 此 对 应 下 , GE 的 理想 类 与 多 ( -四 的 相似 类 一 一 对 
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应 ， 

在 名 (一 中 的 每 一 类 中 , 都 有 一 个 唯一 的 代表 元 ， 它 称 之 为 约 
化 型 , 这 个 型 g(a, y) = aa" + bay + cy’, HE FUR: 

(1) b —-4ac = —d, g.c.d. (a, b, c) =1; 

(2) -a<b<a<c, RO<b<e=-ce, 

由 此 可 知 , 对 约 化 型 , 我们 有 


lsasy 3, y 9 <e<y 
HY de4 时 ,有 o>, 

对 这 个 约 化 的 二 次 型 9， 以 No) 表示 满足 o(m, 0) < 的 整 
数组 (m, %) EZ XxN WAR. AA ie, NE = 0 特别 
的 , 当 1< Bt, NA) =0, HY trom, HEM O~— FH, 

不 难 证 明 


A A gt vd l 
mi 80 
| oufi 站 dt, VNC <A (5.80) 
2 


UF UR 表示 所 有 判别 式 为 -d 的 且 为 约 化 的 正定 有 理 整 系 
数 二 元 二 次 原型 的 全 体 , FEB) Hh, ge B, 以 a(9) 记 9 的 
第 一 个 系数 。 

WH-PRC CCR, 我 们 取 相 应 的 gE B, 使 9 对 应 于 省， 
WA S 的 6 -函数 


tee D N= 


we L X, q(m, n)~*, 
(5.81) 
ERAS EK RAR (m,n) (0,0); wg 是 K 的 单位 群 的 
Br. Mima ag d> 4, 有 
€x(s)= D Elele) 
PEP 
= D (ao) 6s) + D gm, n), 
ac (Mm WEZXN 
(5.82) 


304 虚 二 次 域 的 Gauss 类 数 猜 想 [第 5 章 


于 是 得 到 , ind>4, 则 有 (wp 家 有 理 素 数 ) 
ex(s) _ L+ p> 
s) *» I-xlp p” 
= D+ Bore Mm DTD 5.83) 
d.(m.n)=1 
引 理 3.2 (a) Bets wR pE K 中 分 裂 , 即 x(p) = Lat, 必 
PDS. 
O) SESE = Sinn (Re s>1), SER va Wie HME, M 
当 4>4 时 有 
5, ons (5.84) 


lene”, A 


证 明 (a) 由 假设 可 知 , E K 中 存在 一 个 范 为 p 的 素 理想 F, 
H p= BR, 囊 是 另 一 个 素 理想 , POP, Bahu A E 


理想 ， 即 知 存 在 aE2 BEN, tpr- I OL, (Ox 是 


K 的 整数 环 )。 这 样 取 范 之 后 , 即 得 p= 2 i, 
Œ) 由 (5.83), 当 d>4 时 ,对 9E 归 可 知 4 的 最 后 一 个 系数 


KEY, AT N (M4) = 0， 即 可 得 到 所 需 的 结论 6.89, 


对 两 个 Dirichlet 级 数 A=S, mw- 与 B= > bn-*， 引 进 下 
列 记号 , 如 果 aa< bn RLH nSl Hw, 则 记 为 ACB, 称 为 4 
弱 于 如 或 了 强 于 4 。 


1 
引 理 3.3 4 U= oat RBM A= 4 时 , mep TY 


hah 时， 四 是 使 m2 +m 2 成 立 的 最 小 正 整 数 ， 那 么 在 小 于 等 于 
口 的 有 理 素数 中 , 至 多 有 一 个 是 在 到 中 为 分 裂 的 ， 如 果 2 是 一 个 


1 


这 样 的 素数 , 则 必 有 2>>({ 4 ) 。 最 后 可 知 4 的 最 大 素 因 了 于 大 于 
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U, 

IB Rp, p 为 两 个 不 同 的 有 理 素 数 ， 它 们 均 在 区 中 分 
BL, E p，P1<D。 则 由 -全 23 的 Euler 乘积 可 知 有 


Lege “Lege Sx(S) (5 85 
Top I pe eas) (2.89) 


(5.85) 的 左边 是 
(1 +23) p-")(1 +2 > pir) > A, (5.88) 
PERI BWR +h<m/= [m] 的 所 有 的 非 负 整 数 
组 (， bs), 对 每 一 个 这 样 的 组 ， 有 
pipe <U' vie , 
Ht Hy (5.86), (5.85) Fi (5.84) BWA 
h> DS n> P Agel +2m’+ 2m’ 


/d 
[<n« F Iana F 


Mr 


AD L Imt 2m! +1>h+l, 
这 是 一 个 矛盾 ， 于 是 至 多 只 可 能 有 一 个 小 于 等 于 的 有 理 素数 P 


在 区 中 分 裂 ， 至 于 可 能 的 这 个 素数 p>( 和) 是 引 理 3.2 的 结 


论 。 最 后 一 个 结论 可 如 下 证 明之 ， 

设 了 为 8 的 不 同 素 因子 的 个 数 , 则 由 genus 理论 可 知 27-! 除 
Rh, RAM T<2m, LAW hada, T<8, fm = 
S, SEL T<2my 而 当 ALAM, hm +m>2T Hm YER, 
即 可 有 T<2m (BN Te2m+1, 于 是 (2m +1) 2m l oA 
AG m= 1 时 才 可 能 ， 从 而 必 有 有 =1， 2, 3, 所 以 P<2=2m ARG A 
W. 对 结 定 的 负 基本 判别 式 -&，a 或 也 是 一 个 无 平方 因子 的 E 


1 
整数 , FEIRRKRAET p> (下 ) >U, 由 此 不 难 证 明 p> D。 
引 理 证 毕 。 
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引 理 3.4 BA mS2, a 与 均 为 实数 , Ho>a, W 

rof eon gs 

是 (0，+ co) 中 的 正 函 数 , 且 当 4>0 WAT ee, 
证 明 ”这 是 因为 对 2%>0。 有 


(Res=0, +>0) 


-o llog a|”! 0 + 
I (a) = y m-D ™ < 
0 » Marl, 
引 理 从 而 成 立 。 
REBRmMS2, 与 0 为 两 个 实数 ， 且 >4。 再 设 由 ，…， 
te 为 R? = (0, + ceo) 中 的 正 测度 , 且 它 们 均 使 函数 tr> to(tE RF) 
为 可 积 的 。 令 
Ls(s) = xe! “Hs, l<jxr, 
以 及 
oti ~ A _ ds / 
J (a) = | haC) ii, (8)2°4(8 - a) -™ 5, (Res = 0, 2>0), 
引 理 3.5 ”上述 定义 的 v (2) BREEN -PERBR BY 
a>0 时 , 是 一 个 下 降 的 凸 函数 。 
证 明 这 是 上 述 引 理 3.4 及 Fubini 定理 的 推论 。 
例 1 对 Ww<o, A p= (etidi) tare ety JU 
A(s) =T (s -u). 
例 2 PO) 为 一 个 正 实数 序列 ， Hi D ane kA, 令 


H = 3 QnOs, 
这 里 ,是 对 点 7 的 Dirac 测度 。 则 
A(s) >> 77%, 


引 理 3.6 RAİL) 为 Re 的 正 测度 ， 并 满足 上 述 与 
jy(1<j<7) 所 满足 的 同样 的 条 件 ,类似 于 了 可 以 定义 J/、 田 设 


[ws (00, 1)ds<| us (LO, t])dt, e>0, l<j<r, 
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M24 a>0 it, J (2)<J’(@), ERG, 
证 明 ”人 先 证 ?= 工时 的 情形 , 这 时 有 


Ta) =| we Tm To) = fps (at) ah 


由 引 理 3.4 AR 1} Tet) GER) LET ei 
i, MLS MBE a= 1 eR, ”>>2 时 可 用 归纳 法 
而 得 出 本 引 理 ， 

BS 设 9€ 是 ， 即 4 为 一 个 判别 式 = -4 的 约 化 的 正定 的 有 
理 整 系数 二 元 二 次 原型, Hw NHK Dirac 测度 go ((m, n) € 
ZNR WH A y Ove 1 [g + ~) 上 的 Lsbesque 测度 


m 
Frikom. h 6.80) 即 有 


| uco, #1)as< f w 10, yat (o>0) 
成 立 。 对 Reos=0>1, 有 
ao D am, p=) ， 


(manje ZXN 
例 4 v= D10,, Hp ð, W Dirao 测度 v J ô, Dirac 测 


BE) (1, +00) 的 Lebesque 测度 的 和 , BS vi v 在 变换 村 > 
下 的 象 分 别 是 与。 由 v([0, t])<v CIO, t]) > 0) 即 得 
(CO, 1) <’ (0, 11)G>0)., 
当 Res =0>1 fj, 
ACs) =E), A(s) =— T. 


8 一 一 - 


2 


3.2 GGZO 定理 的 证 明 ( 一 ) 
命 也 为 $2.4 中 给 出 的 棋 圆 曲线， 
f(t) = Dorm 
为 那里 的 尖 点 形式 。 令 
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fx(7) = Saxe" (eH, HELEP, (5.87) 


这 里 XC(*) ={ 二” ) 为 上 小 节 中 给 出 的 Kronecker 符号 ，f #69 
f 的 x-twist， 由 参考 文献 [90] 和 [105] 可 知 ,fx 仍 是 一 个 权 为 2 
的 尖 点 形式 ， 它 的 水 平 leval) Ws 可 如 下 决定 之 :首先 杞 知 六 = 
5077 为 一 个 素数 , 而 


ŒN, ty N4d, 
Ms ie, 如 N jd, © 
再 命 
Le(s, x) = 5) Soto) Res > Š, (5.89) 


则 可 知 , Le(s, j 可 以 解析 开拓 到 整个 s 平面 成 为 一 个 整 函数 ,并 
且 满 足 函 数 方程 
Ay (8) LF (2x) T (s)Le(s, x) = wyAy (2-8), 
(5.90) 
同时 Ay (8) 也 是 的 整 函数 ,方程 (5.90) 中 的 sox = 41, 还 有 
z- Fe ig Nid; 
-1, Nja, 
如 Nid wt, 也 有 X(CN) =] 的 话 , 则 由 引 理 3.2 有 
NS, i hlog BOTT Slog $, 


(5.91) 


所 以 当 
d>oxp| 本 -SO77 |> ê 
时 , 即 有 
551>0(a)log d, (5.92) 

m A<6 RS, d=3,4, (5.92) PRR. XF Nidii, m 
x(N)=-1. XWH, h (5.91) 可 知 ， 总 可 以 设 巡 = -1, p 
Ax (S) 满足 函数 方程 

Ax(s) = -A2 -8), (5.93) 
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特别 有 A,(1)=0, Bl 4xz(s) 在 s= 工 处 至 少 有 一 阶 零 瓜 〈 显 然 
4x(s) 在 s= 工 处 零点 的 阶 是 一 个 奇数 )。 


M = a (5.94) 
Yi, 如 N {\d, 


fy A(n) X Liouville 函数 ,Le(s, 4) 如 82.4。 再 命 
Wis) = Lz(s)Lr(s, A) ， G(s) =Lz(s, xy Lz(s, A) -1 


| (5.95) 
则 有 
ws) = (L-N-*)-1]] -pl agp") “1, Res >1, 
Dic NV 
(5.96) 


这 里 由 P.Deligne 所 证 明 的 A. Weil 猜想 可 知 ap Fa, WAH 
25 满足 

op tap=0s, Ios|= Vp, PEN, (5.97) 
PD 表 素数 。 因 此 ，(5.96) 右边 的 Euler 乘积 在 Res> 工 时 绝对 收 
KX, 从 而 还 可 有 

W(s)«E(2s -1)?, (5.98) 
Bp (2s —1)* BF Ws), 
也 不 难 证 明 ( 注 意 N = 5077) 


-， 工 -077 Arap h (1+, p» 
G8) -THX B07 AL aap Aaa Ph ? 
Res > 3. (5.99) 


右边 的 Boler 乘积 在 Res > 5 时 绝对 收敛 。 由 1as1= VB (p> 
NW 


goa SH) ， (5.100) 
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这 可 分 别 对 X(2) =0, 土 1 处 理 之 而 得 出 证 戎 。 

由 2.4 小节 及 本 小 节 的 上 述 关 于 Ls(s, x) 的 定义 及 其 性 质 
的 阐述 可 知 , 函数 

F(s) LEd MT (8) Lels) Lels, X) 
= d MP (s)?G@(s)W(s) = A (8) Ax (8) 

具有 下 列 性 质 ， 

(1) F(s) s 的 整 函 数 ， 

(2) F(s) 在 s=1 处 有 一 个 至 少 为 四 阶 的 零点 

(3) F(s) WE RAIE F(s)=F2-s), 

再 由 定义 (6.95) 及 2.4 小 节 可 知 ， 

W(s) = Oe 4) = ta» IL (1 -= p!-*) 


-pł pia = 


PEN Tepe 


右边 的 级 数 在 Res >1 中 ， 是 绝对 收敛 的 (用 |a.t<r(n)/n , 
TR) 是 ”的 正 因子 的 个 数 )， 所 以 (s) 在 Res>1 中 是 解析 的 。 
出 


(5.101) 


an — 1 
I (i-p "=e NTFS A j> Res>t 
Ke L(s) ye BACH $2.4), WY (SE s 的 半 纯 函数 , 并 有 


W(s) = N-* (20) r A (28) 
T (2s)r (8) (1 -N12 (2s 一 站 ， 

(5.102) 

其 中 A4(s) 是 在 $2.4 中 定义 的 整 函 数 ,于 是 W(s) 在 Re s>1 中 解 


析 , 且 s = 工 BEOR ANE Ke 同时 


lim C= re A(2) >0. (6.103) 
由 .Shimura …， 不 难得 知 ， 对 给 定 的 正 实数 ve> ci>1， 
有 下 列 估计 ， 
M'T (8)?W (8) = O(I" ), 8=0 +1$, 0, <0 <0, 
(5.104) 
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这 里 0 所 含 的 正常 数 仅 与 91, 0 有 关 。 
由 模 形式 的 一 般 理论 可 知 , FCs) 也 满足 类 似 的 售 计 ， 即 有 ， 
F(s) = O(e 2"), s=O+it, 0,<0 <0, (5.105) 
这 里 0 所 含 正 常数 仅 与 01, 2 有关。 
命 


_ 2+4> F(s)ds 5 
I=), o Zid -1 (5.106) 


注意 分 母 上 的 4 是 使 -a 为 负 基 本 判别 式 的 正 整数 ， 
由 王 (s) 的 性 质 可 知 ， (5.106) 右 边 的 积分 绝对 收敛 , WK A A 
义 , 再 由 了 (8) 的 性 质 可 知 
hte Fcs)ds zif FOr" | 
itm Qatd(s-1)§ J. 2rd 
HPL) (tPF +60) 4, O 
~ if “Cpo l= -| i dt=—1, 
以 上 先 用 (Cs) 的 函数 方程 ,再 作 变换 i 一 > -t 因此 了 工 =0。 即 
有 


= 


2+%> F(s)ds B , 
| 2-4 anta(s~—1L)>— 0, (5.107) 


8.3 GGZO 定理 的 证 明 ( 二 ) 


不 妨 设 4>4。 于 是 §3.1 中 定义 的 口 >1, 对 Res> 号 , f 


GU, s)= IT G, (8); (5.108) 
这 里 p BRB, G(s) G(s) H Kuler 乘积 中 的 p 部 分 , 即 


Q ( | 1 5 iy p= N; 
9(8) = (l+a,p-*)(1+4)p7') 
| (1 —ayx(p) p~*) 人 Za xp) , 如 2 二 全。 


(5.109) 
EA 


G,(U, s) = G(s) - GU, 8) = G(U， 8) CIT G, (8) -1), 
, (5.110) 


812 KIN) Gauss RHI [ie 5 t 
J(U) = im PMT (s)PP(8)GU, s)ds 41) 


2.800 2x4d(8—1)8 
J,(0) -| (5.112) 
A bray (5.101) 已 知 工 =0， 即 知 有 
JU) = 7D). (5.113) 


- 由 于 更 (8) 有 表达 式 (5.102), 我 们 可 对 6.11) 右边 的 积分 
改 取 一 个 路 径 
ry, {L-it] + œ>t>n} U {0o -in l l>0>1-n U {l -y 
+t] -W <t<n’} U jo + tn’ |l -nso 
<1} U {1 +%t|1’<t< + 00}, 


SMH WEO, TERA REM, UEY) ET 


与 Res = 公所 界 的 区 域内 解析 。 这 样 ， 由 于 更 (s) 在 s=1 处 有 一 
个 单 零点 ， 用 (58.100)、(5.104)、(5.108) 和 (5.111) 以 及 残 数 定 
理 , 可 得 


IU) = GU, 1)(loga+ GOD. a) +0) +JoU), 


(6.114) 
BR TT 
MT (s)*W(s) =¢,(s —1) + cics ~1)? 
+ O({s—1)5), s—1 (5.115) 


其 中 
8M x? 
= -WNT A(2) >0, 
C, =2 zo + log (4M x?) -2p 一 ELA log N, 
À (2) 7 
(5.116) 
而 Ve(U) 的 定义 为 
s M’ 2 
TU) =| WT Si 2 S65 as, (5.117) 


JUA FAIR AT 
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IJa U) |<6s sup|G(U, s)|, (5.118) 
这 里 

“= [rw -Dl 6.19) 

是 一 个 与 9 无 关 的 常数 。 

由 (5.112) 有 
J1(U) = 出 eM r(s+5) w(s+5 =) 
-3 ds 

a, (U, s+- 2)(: -2 gaie (O20) 


从 (5.98) 与 (5.100) 可 得 
w(s+5 cas)’, G(s +H)K( SE ) ， (5.121) 


6 (2s) 
故 由 $3.1 的 (5. 83), G 121) 5.108) 和 (5.110) 即 有 
wi s+ 5a (U, s+ 2 ) KDCs), (5.122) 


这 里 多 (8) 是 一 个 Dirichlet 级 数 , Eft FE Dirichlet 级 数 
(Dal) Els) 3S) gm, n) 
acy (m nee XN 
H EHE alal) <U 的 形 如 4(9) al) (28) * 的 Diric- 
hlet 级 数 的 各 项 之 后 而 得 到 的 。 
用 (5.120)、 ©. 122), 可 得 


ls K “a M“ r(s +a) a(s)(s— 5 i 人 


<= >) 5 e> d'-4M + 二 r(s+5) 


aa ER J3 3. 
aad rT F 
a(q)’a(q’) Bet 
3 _ \73 
wey PU ge bare 2) 


eae R 3 te a(q)? 
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` / _, as 
2 Cm, n) azi 


fm njEZ xN 
Š tice 
3 一 st 
+ =, btw 7M ir(s + Ya > 
/ - / | (8-9) as 
egim, % (mae x (mi, n) On, ? 
由 此 再 用 引 理 3.6 以 及 $3.1 的 例 1 一 例 4 He, BA 
[Ji (0) | < + +J, (5.123) 
其 中 
+400 
_ s—l ape -s 1\75 d 
ne Ce- 二 Mets r(s +5) U s?(s— -3 ae 
(5.124) 
J= nh Qs 3 s+ < 8 
2=0 H d M Tr (s+ yy 
ds 
。 pA a(g) “6 (2s) Gs “3) as (5.125) 
h: $ti- > 
Jax 7 s Lf ti 1 - 
3 = ITa an EY tne 
-3 ds 
(S -1 (8-3 2/ 2r2， (5.126) 


Hy (5. 124) 不 难 证 明 
naa (7 aM rr) s*(s— ~ 

“volar e(r (149) (Be) 
+ J (T (s+ 3) (T ” 


hM aM 
“96 U P(log S- ’ E (5.127) 
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这 里 卫 (z) 是 2 的 四 次 多 项 式 ， 
P(x) =a* + (16+ 8r’(1))a3 + (64 + 96r” (D +12r’(1)? 
+ 12r” (1) jæ? + (256r (1) + 96r” (1) + 96r (D)? 
+8r O (1) +24r'(DrT” (De + 128r (1)? 
+ 128r” (D +96r/ (DT (D + 32r® (1) 
+6r” (1)?4+8r’/(Hr®)(d) +2r (1), 
利用 区 (2) =r æa), vWD = -7 MG) =(-H* he 
(k+) (% 之 1), 可 以 证 明 
P (£) <2* +1223 + 37a? + 27s +108<(@+3.3)4, 如 %>0, 


315 


(5.128) 
由 (2. 127) 与 (5.128) Ba 


Ise E 34 + |log |). (5.129) 
类 似 的 可 由 (6. 195) 38 


3 plos 
2 sa 二 1 1\2 
= -39s s+ am 
Tan Bah] OT Tr(a) 


js 


-3 
gan AB) at 


< gerh ( a(q) -24 T Msthe (29T (s + 5) ) | 
由 此 即 得 


I< an M$ Dalo), (5.130、 
geg 
对 任意 的 正 数 8， 0<e <l, 则 由 (5.126) 有 


2p? patio 
J3= al, 43Mety r( 


3 
gio 


jz ds 


s+ 5) apr? 3 Ont 


zh? Bretriee i 1 2 
~ Astelfstetar S$+ert 
| ， s—foo z) 
1\-3 
sa(s 2 ds 
* (s—-1-e)(s—l+e) 2xt’ 
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< (eM (s SHEL. 1 Y5) , 
€ sal 


2 
由 此 即 得 


Is< <S Mir (2.4 e) NO" (4M)* (5.131) 
取 
则 有 


e~l= max {2, log(4M)}, (5.132) 


r( 3 +e)<r(2) =1, (4M)*<e, 
再 由 (5.131) 与 (5.132) 可 得 
7 
aS Ta 
h? gz? 
< g eMilog(4M) ， (5.133) 


4nte M2 max {2, log(4M)} 


其 中 用 到 4M = Nx-? R VN n- h (5.128), (5.129), (5.130) 
和 (8.133) 有 下 面 的 引 理 。 

引 理 3.7 W ci, Co, cs 如 (5.116) 和 (5.119) 所 示 , 是 与 4 无 
关 的 常数 (cl，cs> 0)。 则 有 


, & (U, 1) 
ciGU, D (loga +2 GUD te) 


|) 


<cssup|G (U, s)| 


+ -596 7 yo 3+ [log Fi 


+ 
证 明 除 已 指出 的 各 式 以 外 , 再 注意 到 (5.113)。(5.114) 与 


(5.118) 即 得 所 需 。 


3.4 GGZO 定理 的 证 明 ( 三 ) 


本 小 节 中 , 沿用 以 上 各 小 节 的 记号 , 特别 已 设 d> 4, 
引 理 3.8 我 们 有 


il< Dasa, dl , (1+ +=), 
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这 里 三/( 咏 表示 在 了 (d) 中 去 掉 那些 大 于 等 于 忆 的 素数 , 而 
h\/ 1+V-! _(d\% 
m= (14+ )(42per) 7 =(4)* 
证 明 fr e=a(9), b=b(q), c= 0(9) HY, y) = an? + bay 
+ cy? 的 三 个 系数 , KB GER, MAF 4ac—-b=d, 
于 是 4 的 任 一 个 素 因 子 PWR 
-(-~%\~ 
x(p) =(—J-)=0 m1, 


这 里 ( 二 一 ) 为 Kronecker 符号 , 并 且 可 知 这 时 x(p) = 0 当 且 仅 当 
pid, x(p)=1 i pid, pj4， 因 此 可 设 4 的 标准 分 解 式 为 

a= a(g) = Of gr PT Be, 
其 中 素数 914，…，94 均 不 是 4 的 因子 ， 而 素数 P1，…，Ps 均 为 4 
的 因子 ， 

BI M= =m, =] Awe id, W p: 只 能 为 2, 此 时 
41d， 且 -个 =0 或 1(mod 水 ,这 是 不 可 能 的 )， 注 意 引 理 3.3 已 - 
证 明 4 的 最 大 素 因 子 po>U, 

4 a=a(0 Jd 的 某 个 素 因 子 P 时 ,5=0b(g) 满 足 

b2= —d(mod 4p), - p<b<p, 
这 个 同 余 方程 的 解数 为 1。 因 此 当 p EP(q) 时 ， 2 对 六 49) 所 
贡献 的 p- 部 分 至 多 为 1+, 

当 4=4(9) = gr, 素数 gi44 时 ， 由 x(q1) = 工 即 知 这 种 9 对 
> 所 贡献 的 91- 部 分 至 多 为 


1 
1.02 1+~ 
ta 


qi 
BIH 3.3 已 证 明 小 于 等 于 0U 的 这 种 素数 qi 至 多 有 一 个 ， 且 a 
V, 


由 上 述 讨论 , 即 知 有 
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2 D- SLA (1+ +=) a(q)"', 


nat Bon 
(5.134) 
这 里 p RRR LAW 
>> a(g)t<l+ 7 Bisi (5.135) 


ac at 
Plated red 
H (5. 184) 与 (5.135) 即 得 引 理 。 
引 理 3.9 记号 如 上 , 我们 有 
1- VY \? 
eT, Dis) A, oo. 
证 明 PME p<U 4 x(p) = -工时 ，Go (8) =1, Vay 
Æ p<U, x(p) = 工 的 素数 卫 至 多 只 有 一 个 ， 且 r>, Hai 
可 能 的 2， 有 
1 
Gy} = | | =| | 
l+ yz 
这 里 用 了 las] = MVP; REMI HBKRBTAKEST UL HS 
引 理 ， 
引 理 3.10 记号 如 上 ,我 们 有 
paT, 8) | A+! ok 
GU, D SG op-ed a-p 
证 明 可 仿照 上 一 引 理 的 证 明 得 出 ， 只 要 注意 sET 时 ， 有 


Res >1—4, 而 O<n<z. 


引 理 3.11 记号 如 上 ,我 们 有 
VU). y PD 47 | 
“GW, Tuy G. (ty 1- y= 8 
证 明 仿照 以 上 两 个 引 理 的 证 明 可 知 HE a <U 8 x(q) 
= 工 的 素数 qi 至 多 只 有 一 个 , 且 aV. EE 


ner 
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GU, D = G&D __ CPR: hia log qa _ CPR: Pia log qi 
GU, D) pekin G,(D 1 -+ eo,g7! 一 ugi 
2.97) log qr _ Zati. log % 

Laagi’ ~ a97 


G (1) 200.91! log g, _ 284,91! log q1 ， 


(5.136) 
FF EBD 
CTY _ 5 GO 
GU, eG, TD) 


的 右边 的 和 式 中 的 每 一 项 ED 均 为 实数 ， 即 由 (5.136) 得 出 下 


H, 因为 有 
[oa, | = vv/ 了。 
现在 进入 GGZO 定理 的 最 后 证 明 ， 


1 j H 
1-V7? y: OD 4y- 
alir) (eed+ Bary 1-1 logF 


_ 6s (14 VD? ah- 
* 2 6; Dd, a p *) ) ,GD 


3 1 
2ntMI MFZ h dM |\* 
= 了 (a + Bag so (3-3 + jog w|) 


elog(4M) h \, i 
+ 21? <q), E(t + P ). (8.137) 
由 Heegner-Baker-Stark 定理 知 , 可 设 h>2, Bay 
d>>e**, 4>0, | (5.138) 


aT 4 a 的 不 同 素 因 子 的 个 数 , 由 genus 理论 知 A2, 故 


Ly (~-2 轴 -< 工 HH d-p®>, 


h pe P(e) h lo A 
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i ff (-p™)-2<226, 
h peria) 
X 
GC) _ (244) ploy p 
re PCy Gi (1) ae 1+ - Gy p~! + +p le 


>} 2 log p_ 
PEPY / p +1? 


这 里 用 到 整数 lao <2 /2 。 仿 上 可 以 证 明 


2 log p SAAT 
stip +t <8./2T log T +2, 


故 由 此 及 了 <I+-] ee" , 用 (5.140) 即 得 


1 Gall) 7.7, 
h peZ G G, (D >- 


再 由 引 理 3.8 与 (5.138) 有 (已 设 b>?) 


1 
INÄ log 
的 >g ho > ECX07， 


4 
这 样 , 当 ABO. “时 ,有 
yt wo _ 
与 


(147 Hy (1 + e-25)2 


-5 
-y7 < stt x10", 


he U = (E mal, 故 有 
def dM 


di = -py- -2a Ma T > Me?" > Be, # A> 50.7, 


于 是 , 4 A>50.7 有 


MT 3 
“642% VU 


(8， 3+ 


log ~ U` 
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(5 139) 


(5.140) 


(5.141) 


(B. 142) 


(5.143) 
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_ 1 4 
= gi M À Ja d,(3. 3 + log d;) 
1 27 _ 1 5 
> ergy om (1-5 Mh 
+3.3+log a) . (5.144) 


由 定义 知 , 当 A= 4 BY, m=, 而 当 AAS BY, mitë 2m (m + 


Doh Rhee) ERR. BA: 


m=1, 35 h=1, 2, 3,m= ©, #h=4; 
2m (m— 1) <<h<2m(m +1), 


£ h>5, MHA m2, 
因此 我 们 得 到 


M3 


6474 gge 3+ [lee 7 y <6.4x 10-4, ##A>50.7, 


(5.145) 
又 由 引 理 (3.8) 可 知 , 24 AS 50.7 时 , 有 


m=(1+b)( Fp )=(1+ na)? ae a 


<(14+2ehe"i)( 2), 
仿照 上 述 办 法 , 利用 m 与 h 的 关系 可 得 
@<141.87x 10-4, 车 入 宇 60.7,， (5.146) 
最 后 还 可 有 
clog CY) rg <8 x 10" “12, 3450.7, (5.147) 


UELAAM=7 Rao AMA 

1.8<M<129, (5.148) 
CRE HY (5.187) — (6. 148) 可 知 , 当 有 =2 以 及 

ee Sho 50.7 (5.149) 
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N25 


i n> |1- -% |o, (diga, (5.150) 
2442) 
这 里 
a = 227 cs + |e] +7.71>0, (5.151) 
1 
oa) = IT LDL (5.152) 


pe PCa)’ +p 1 ， 
而 Ci, C2, 63 如 (6.116) (5.119) aR, FAIR, RR 
圆 曲 线 2/Q(5.53) 有关, 是 可 以 有 效 地 计算 的 常数 ， 并 且 4, e 
>0, 
对 peP ad)’, AG,)=ltap' +p), RHO. 152) 有 
- Ip+l+a,| p+i- Pet PVP) 
0i (d) = dl, pt 1 > pH P +1 


_ [2./ p] 
1 p+1 ) 


peP vk 


_ [2/27] \ det 
> I (1 00). (5.153) 
ee emafi (1-8) — 着 "> 命 
C=max{h, (1-2 ~) —I, (5.154) 
这 样 , Hy (5. 150)— (5.154) R4% | 
Ch(-d)>0(d)log d, ` (5.155? 
经 过 繁复 的 计算 ， 可 以 证 明 可 了 到 C=55。 这 样 由 (5.155) 可 知 


GGZO 定理 已 完全 证 明了 。 至 于 最 后 两 处 所 提 及 的 繁复 计算 ， 可 
参见 了 .Oesterlé #4) | 


24A (2) 


本 章 评 注 


Le Ue RRS a 1 问题 的 解决 在 当年 (1966 年 ) 曾 引起 很 大 
反响 , 在 直至 1970 年 的 四 、 五 年 间 出 现 许多 论文 , 包括 0. 上 .Sisgel 
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和 读 大 师 ， 都 对 这 一 问题 的 解法 ， 提 出 各 自 的 看 法 。 但 基本 上 都 与 
Heegner-Stark-Baker 的 方法 大 同 小 异 。 

2. 1971 年 A. Baker 4 H. Stark 又 解决 了 虚 二 次 域 的 类 数 
2 问题 , 之 后 似乎 看 不 到 进一步 的 苗头 。 直 至 D.Goldfeld 于 1975 
年 提出 他 的 明 见 ， 这 个 问题 才 有 所 松动 ， 并 驱使 B. Gross 和 卫 . 
Zagier 在 椭圆 曲线 方面 取得 成 就 ， 于 是 于 1988 年 一 举 解决 了 虚 
二 次 域 前 Gauss 类 数 猜想 。 

83， 本 章 对 椭圆 曲线 和 模 形式 的 介绍 是 神 当 粗粮 的 。 有 兴趣 
的 读者 ， 除 上 述 所 列举 的 三 本 书 之 外 ， 还 可 参阅 参考 文献 [5]、 
L267, [44], [72], [78], [90], [102]、[109] A [LL 45. 

4， 本 章 第 三 节 虽 然 对 GGZO 定理 的 证 明 作 了 较 系 统 和 全 M 
的 介绍 , 但 读者 如 有 兴趣 仍 可 对 具体 的 数值 作出 改进 . 

5.， 虚 二 次 域 的 类 数 虽 然 已 得 到 有 效 下 界 , 但 上 距 理 想 境界 仍 有 
很 大 距离 , 如 何 进一步 或 进 , 这 是 下 一 代数 学 家 的 任务 了 。 


第 6 章 


实 二 次 域 的 Gauss 类 数 狂想 


本 章 中 我 们 将 致力 于 实 二 次 域 的 Gauss 类 数 问题 的 研究 。 

Gauss 关于 存在 无 穷 多 个 类 数 为 工 的 实 二 次 域 的 猜想 是 一 个 
非常 困难 的 问题 , 至 今 还 看 不 到 有 人 解决 这 一 问题 的 任何 线索 , 其 中 
主要 的 困难 在 于 实 二 次 域 的 正则 子 ( 即 基本 单位 的 自然 对 数 ) 可 以 
说 毫 无 规律 可 循 。 由 第 四 章 所 叙述 的 Q. 工 . Siegel 和 Tatuzawa 的 
工作 可 知 , 对 一 个 正则 子 为 loges 的 实 二 次 MUST), 其 类 数 
AD 与 其 判别 式 d 的 关系 为 

log(h(d)loges) ~7 logd, 4 d> +00, 


这 蛙 一 表示 两 边 的 co 是 等 价 的 ， 即 它们 之 比 的 极限 为 1。 由 这 一 
关系 即 知 为 什么 正则 子 如 此 重要 。 
我 们 在 第 一 节 中 , 讨论 类 数 AG = 工 的 实 二 次 域 @(w9) 的 


ME Tt YE, ma mance) 的 简单 连 分 数 展开 式 


se oo 的 无 穷 大 阶 。 在 第 二 节 中 , 我 们 给 出 poa) 给 
定时 , 实 二 次 域 Q(v RA ACA) = 工 的 一 系列 判别 准则 , 特别 
对 第 一 章 82.1 末尾 的 10 个 例子 给 出 详细 的 讨论 。 在 第 三 节 中 ， 
我 们 利用 第 三 章 中 的 极限 公式 , 对 给 定 的 实 二 次 域 , BAK 
二 次 域 的 一 批 类 数 公式 。 在 第 四 节 中 , 我 们 详细 讨论 S.Chowla 的 
一 个 猜想 , 即 猪 想 只 存在 六 个 素数 p=4N?+1(W 为 正 整数 ) 使 实 
二 次 域 Q(VP) 的 类 数 为 1。 在 第 五 节 中 ， 我 们 叙 R D. Goldfeld 
的 工作 ， 它 类 似 于 第 五 章 的 83, 是 应 用 椭圆 曲线 的 有 关 理 论 来 研 
完 实 二 次 域 的 类 数 问题 ， 即 假定 存在 一 条 其 卫 函 数 在 s =1 处 具有 
(之 多 阶 零 点 的 椭圆 模 曲线 , TO EER et E loge, ~ Gogd) Cx 


$ 1] 实 二 次 域 Gauss 类 数 猜 想 的 一 般 性 讨论 325 


表示 两 边 的 无 穷 大 同 阶 ) 的 实 二 次 域 QCV d) HRA AA) > 
Cy (ogd)'-*-%-， 这 里 6>0 为 任 给 正常 数 ,6 为 一 个 仅 依赖 于 6 
的 可 以 有 效 地 计算 的 正常 数 , 因此 在 7>2+0o 时， 小 类 数 问题 可 
获 有 效 解决 。 特 别 是 对 第 四 节 的 S.0howla 猜想 ， 那 里 的 loge, x 
logp, ZHE, 如 果 确 能 找到 一 条 其 工 函 数 在 3=1 处 具有 至 少 为 4 
阶 的 零点 的 椭圆 模 曲 线 , 则 S.Ohowla 猜想 可 以 完全 解决 。 


$1 实 二 次 域 Gauss 类 数 猜想 的 一 般 性 讨论 


1.1 Siegel-Tatuzawa 定理 的 推论 
对 一 个 判别 式 dx =d>0 H RO KMK=-WVd), HK 
的 基本 单位 为 e= ex = so K 的 类 数 hx = hs= 有 h(ad)。 则 我 们 有 经 
典 的 类 数 公式 


_VJdx Ld, xx) 
hr = Stopes 
X H xg (*) -Xs(*) = (人 ) 是 Kronecker #5, LC, xx) 
xg”) 
之 n ° 


这 样 由 第 四 章 §1.2 的 Siegel~Tatuzawa 定理 ， 我 们 有 下 列 的 
两 个 定理 。 


定理 1.1 log(h(d)loge,)~ 5 logd, Yd->+co, XE d ph 
过 正 的 基本 判别 式 . 

定理 1.2 任 给 满足 0<6<(6log10)-! 的 正常 数 6。 再 设 基 
本 判别 式 6 之 e3， 则 除去 至 多 有 一 个 例外 情况 以 外 , 均 有 


0.125 146) @ 
logd ’ oe 
由 这 两 个 定理 , 显然 可 得 下 列 两 个 推论 。 
推论 ”假设 存在 无 穷 多 个 类 数 Ap(d) =1 的 实 二 次 域 尺 = 
Q(YV 23)。 则 当 4 跑 过 这 些 实 二 次 域 的 判别 式 而 趋向 于 + co 村， 


h(d) >min 
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我 们 有 下 列 两 个 结论 ， 


(1) logloge.~ 5, logd, 当 d + œ% 


(2) 对 任 给 的 正常 数 6>0, HA 
loge, > 76d2™, 基 d>el, 
至 多 在 所 考虑 的 无 穷 多 个 实 二 次 域 中 除去 一 个 可 能 的 例外 。 
附注 ”由 推论 可 知 欲 使 实 二 次 域 丸 = Q( v4) HR BAA) 
=]， 则 必需 其 正则 子 loge, 的 无 穷 大 阶 为 相当 大 , 如 前 所 示 , KA 


为 43， 这 是 很 难 在 实际 的 计算 中 实现 的 , 虽然 在 已 计算 出 的 类 数 
表 中 , 类 数 工 的 实 二 次 域 确实 占 了 相当 大 的 比例 。 


1.2 简单 连 分 数 与 类 数 猪 想 


在 第 四 章 $2 中 ,我 们 定义 了 一 个 实 二 次 域 系 = Q(v DKK 
EBs 


PÆ) = AVT) = py SE lA), 
c 


这 里 4 是 长 的 判别 式 , Ad) BAM, Cr HMAK, AWER 
中 的 所 有 理想 类 ，pP(4) 是 44 的 长 度 ( 定 义 见 第 四 章 42) 。 由 第 四 
章 定理 2.1 及 其 附注 , 可 得 

定理 1.8 当 4d 跑 过 正 的 基本 判别 式 时 ,我 们 有 

PEKIA DD n1, 当 d> + co, 

这 里 loges X QUW 4 ) 的 正则 子 。 

由 第 四 章 的 定理 2.1 以 及 上 述 的 定理 1.1 一 定理 1.3, 显然 
可 得 下 列 两 个 定理 。 

定理 1.4 假设 存在 无 穷 多 个 类 数 Ad) = 工 的 实 二 次 域 坚 = 
QC d), MH d 跑 过 这 些 实 二 次 域 的 判别 式 而 趋 向 于 + co 时 ， 
我 们 有 


logp (a) ~} logd, 24 d+ + 00, 


§ 2] 实 二 次 域 类 数 为 工 的 判别 准则 BaP 
这 里 plas) 是 a 的 简单 连 分 数 展开 式 基 本 周期 长 度 , 而 


irvi, x d 奇 ; 
Q = 可 
\ 9 4d 


定理 1.5 假设 存在 无 穷 多 个 类 数 /(G) =1 的 实 二 次 域 尺 = 
Q SG), 则 当 4 跑 过 这 些 实 二 次 域 的 判别 式 而 趋 向 于 + co 时 ， 
对 任 给 正常 数 6>0, 至 多 除去 一 个 例外 , 我 们 均 有 

pla) >0,d?*, tg d>d， 

这 里 6 Bd, 均 为 只 依赖 于 6 的 可 以 有 效 地 计算 的 正常 数 。 

问题 ”对 定理 1.5 中 的 6c。 与 % 给 出 依赖 于 6 HBR, 

附注 ”由 定理 1.4 与 定理 1.5 可 知 , 对 充分 大 的 判别 式 4， 想 
Ee wig K=Q(/d) HRA, =1, M aa 的 简单 连 分 数 展开 
式 基本 周期 的 长 度 必需 相当 大 , 例如 : 

判别 式 g= 350240722763374 (二 3.5x 1014) Hy Sk ye bt K= 
Q(./ dA plai) = 704007281 (= 7 x 107) 4 hy=1, 

对 于 ps) 比较 小 的 实 二 次 域 Q(w gd), HERE 可 知 ， 
其 中 类 数 等 于 工 的 域 是 很 少 的 , 这 方面 最 典型 的 例子 是 ， 

S.Chowla 猜想 ”正好 存在 六 个 形 如 p=4N:+1(NW 是 正 整 
数 ) 的 素数 , EX KRAVDI HUKAY L 

我 们 将 在 $4 中 详细 讨论 这 一 猜想 。 


$2 ” 实 二 次 域 类 数 为 1 的 判别 准则 


在 本 节 中 , 我 们 用 连 分 数 给 出 实 二 次 域 类 数 为 工 的 判别 准则 ， 
然后 给 出 一 些 典 型 的 例子 。 
2.1 类 数 为 1 的 一 些 判 别 准 则 


我 们 的 第 一 个 判别 准则 是 下 列 的 定理 2.1, 
定理 2.1 设 4 是 一 个 正 的 基本 判别 式 实 二 次 城 尺 = 
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Q V 4) 的 类 数 为 hx =h), 则 有 
(1) $ a+ 0M (d) + Md) 


(2) hr=1 HERAS m +0 = Md) +M, 
TEOL 与 as(@) 分 别 是 下 列 二 个 不 定 方程 
æ + 4yz=d, £, Y, ZEZ, x, Y, 20, 
æ + 4y’ =d, a, YEZ, v, y>0 
的 解数 , 并 设 实 二 次 无 理 数 


[vi 9 如 d 侦 ; 
a = Qg = — 
1. d 
ERAS 如 d a, 
有 简单 连 分 数 展开 式 


a= [ae，d4，…，ax I, 
EPa, e, aw 为 基本 周期 , 最 后 
0=0, id H, k= 2n (偶数 ), 4, 奇 ， 
0=1, 如 4 奇 ,f=2n( 侦 数 ), dn Hs 或 a yk sy, 
By d AR, k= 2n (偶数 ), au Bs 

6 = 2, 其 他 情况 。 

附注 ”这 个 定理 是 我 们 于 1979 ERB, 后 来 又 把 它 加 
以 改造 ， 成 为 定理 2.2 的 形式 ， 后 者 实际 上 与 F. Hirzebruch 和 
D.Zagier 的 一 个 结 东 89 吻合。 我 们 只 给 出 定理 2.2 的 证 明 ， 

定理 2.2 设 4 为 一 个 正 的 基本 判别 式 ， 在 实 二 次 域 疏 = 
QV d) 的 理想 类 群 Bk 的 每 一 个 理想 类 A 中 选取 一 下 如 下 的 
代表 


+B+ yd 
2 -[4 2853] 
这 里 A, B, CEZ, 0<B<A<O, B’+4AC =d, 再 令 
dy = mx = FEA /8 的 简单 连 分 数 展开 式 为 
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Oa = Ay = [Co A, =, Gls 
其 中 1, e, Oy 为 基本 周期 。 
则 我 们 有 
d— b? =92 $ A 
reefs T (25 i) aa. ( )， 


EPK 
bædi modi) 


这 里 T(* ) 是 * 的 正 因子 的 个 数 , 并 在 上 述 记 号 下 
s (A) =8(@,) = 8 (Gy) =a, | 


证 明 ”注意 到 在 定理 的 假定 下 ，2(* = | 4，- 王 34 AQ] 是 理 


想 类 人 ”的 代表 元 ， 并 由 第 一 章 引 理工 .5 可 知 ，aa-, 的 简单 连 分 
数 展 开 式 为 
4A-1 二 [ax 一 &,, Anis B25 `, Qe, a), ay), 
其 中 Gya, Øk, t, Go, Qi, Gr 关 基 本 周期 。 由 此 可 知 有 
s(A-') =s (A). 

考虑 第 一 章 引 理工 .9 中 的 集合 网 的 计数 ， 即 知 定理 2.2 归结 
为 证 明 下 面 的 引 理 2. 工 。 

引 理 2.1 d 为 一 个 正 的 基本 判别 式 ， 再 设 有 理 RAP, 


QSO 使 可 =- TEZ, Bion y 2 是 一 个 约 化 的 实 二 次 


无 理 数 ， 最 后 设 4, og 等 如 上 述 定理 2.2 所 示 , 则 我 们 有 
@ 一 24 当 且 仅 当 | Q, 二 >]e4a-L 
证 明 o~a, MoUs aa BENET, %, S, EZ, Tu- 
st=0= +1, 使 o= en 。 由 此 易 得 
bo- ~ "pu + But - Ct, 
6P =2 Aus +B(ru + st) —2Crt, 
- 6Q = Ás? + Bsr —Or?, 
因此 当 6= 工 时 , ap ru- st=1 时 ,有 - 
((Q, P, -Q)=((A, +B, -0)), (6.1) 
再 考虑 到 @ 为 约 化 的 以 及 A, B, O 的 性 质 , 可 知 
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(Q, P，- 国 ) 为 属 十 理想 |Q@, 二 -六 和 
((4, +B, -0)) 为 属于 理想 | 4, FESS! | 的 二 次 型 


HER (6D, BEZEME gale, 一 + 


2(*, 即 有 | Q, 二 Me4-l 
m4 ô= -1 pf, B ru-st= -1 Rf, u = 
A ur-st=1, 及 
(Gir) 
((Q, P, -Q)) =((-A, +B, ©)), 
于 是 ((Q, P, -Q)~(A, 土 B，-C))， 同 上 可 得 
PEN E20 % 如 以 第 二 章 的 引 理 2.2 REAR 


(a, 2 


-VW S,= 一 8， Bp 


2.1, 这 样 仍 可 得 到 [@, —2o¥ “Jean, 


反之 , 把 上 述 证 明 过 程 反 过 来 , 即 可 证 明 当 [ @， E3] 


EARI, DA o~a. 
引 理 得 证 , 从 而 定理 2.2 也 随 之 成 立 。 
附注 (1 了) 在 引 理 2.1 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 


@ =a, >] Q, == [via ATI, 
ABWR ER KERA MERKI, Ai y=” BE 


理想 类 之 间 的 严格 祖 似 . 
(2) 由 定理 2.2 不 难 证 明定 理 2.1, 详细 过 程 不 叙述 了 。 
定理 2.2 可 以 推广 为 下 列 的 定理 2.3。 
定理 2.3 设 了 (wo) 是 ”的 任 一 个 给 定 的 函数 ， 则 在 定理 2.2 

的 记号 下 , 我 们 有 

f@= DS sA), 

AChE 


€ Z|} <v d leae Z 
Fae aa} a ja OF 
4 


这 里 
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s(4) = 33 >) CF (Qn) +f (Quit + Pasi ~ ER), 
其 中 


P, S = [aas Antis roe] (n> 0) 


是 Og 的 第 ”个 完全 商 。 
证 明 同 定理 2.2 的 证 明 一 样 ， 我 们 考虑 第 一 章 引 理工 .9 中 


的 集合 好。 mE RAE SS RI S(Q)+F(Q), x 


里 G- i Oe eZ 由 那里 的 结论 有 


P= 2Q n+ 一 Pari + 2t( Past + Qa) a 2t Qn, 
Q = Qnar + tP nei 一 EQn, 


l<it<a,, lxnxk, 


ttt hY ~an Oe aa SHEE), IE EMA =Q, 


由 此 及 上 述 引 理 2.1 即 知 , 定理 2.3 H A oy EDI FH S| B22, 
引 理 2.2 设 此 如 第 一 章 引 理 1.9 所 示 , 则 有 
a, bEZ, o>1, Dl < yT, a| 45% 214 bed at 14 


2a P+ /d_. 、 p 
bt a ERZ Hgy E tl, VY A | P-2Qi< Vyd 


证 明 第 二 个 断言 显然 成 立 , 以 下 证 明 第 一 个 断言 。 现 设 
a, bEZ, a>l, lb) <./d, 4 < 
AW EZ, i d=b°+4aa’, Wael, 易 见 


€ M 


当 a> [vit l 1+ bid _ b+204 Vd 
l | 20 
H a< ya Ot, a> VG +? 


2a b+ a/d 
故 eres a dabii cg, 
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引 理 得 证 。 
从 而 定理 2.3 随 之 成 立 ， 
定理 2.4 在 定理 2.3 的 记号 下 , 我 们 有 


k an 
60Ex (~ 1) 一 ,之 >> 2 (Qa + Qail + tPast = EQ), 
EFK ns t= 


这 里 Cx EKZ KRE =QU @) fy Dedekind C- 7% 3, 
证 明 在 定理 2.3 中 取 f(z) =z， 即 知 定理 2.4 归结 为 证 明 


等 式 jp 


be ziya ° (“--). (6. 2) 


b=d(mod2) 
这 里 o(* ) 为 * 的 正 因子 的 和 。(6.2) By C.L.Siegel!*! 一 条 定 
理 的 内 容 , 故 定理 2.4 已 证 。 


定理 2.5 Sx(*)=(—*) wy Kronecker 符号 ， 则 在 定理 
2.3 的 记号 下 有 
D SEQ tx(Qortt Pass = PQ) 


AEPKR tt 


| h(-4d), my d=1(mod 4); 


6025 (-1) = 


3h(—d), my d= 8 (mod 16), 
6h(—d), 如 d= 12(mod 32), H. d>12, 
这 里 有 (一) EBZ KRAV- 4 ) 的 类 数 . 
证 明 在 定理 2.3 中 取 jJ (zc) =x(z)， 即 知 本 定理 中 等 式 的 
左 端 等 于 


1 _ bi 
S= 0 
be EZ be Z.lbi<V/d 
-bt b=d( mod?) 


RE rn) 是 表 ” 为 二 个 有 理 整 数 的 平方 和 的 表 法 数 ， 这 可 参考 
华罗庚 著 ¢ 数 论 导 引 ?第 六 章 87 的 定理 2。 于 是 有 


Hal) saa 


€ 1 
+ | 13(2), 4 d=1(mod 4), 


§ 21 实 二 次 域 关 数 为 工 的 判别 准则 a8 
这 里 nN) EEn 为 三 个 有 理 整 数 的 平方 和 的 玫 法 数 ， 并 注意 0 
是 一 个 正 的 基本 判别 式 ， 由 此 ， 再 用 上 述 华 罗 庚 著作 的 p. 232 的 


d\_ d 
rs (4) =12h(-d), 如 了 =2(Gmnod 4 


rs 的 =24h(—d), 如 4 = 3 (mod 8), H d>12, 

r3(d) =19%(—d), gy d=1(mod 4), 

定理 证 毕 。 

由 上 述 的 各 个 定理 , 我 们 可 以 得 到 下 列 几 个 判别 准则 ， 

判别 准则 A 判别 式 为 4 的 实 二 次 域 (V 4) 的 类 数 为 1 的 
充 要 条 件 是 
LE) a, 


pifei) * ( 
这 里 rGm) Amie Era, Ha- mHE Om agg 
或 奇 而 定 ) 的 简单 连 分 数 展开 式 为 


a= [Lao 4，…，Gx ] ， 
其 中 Gy, o, Oy 为 基本 周期 。 
证 明 这 由 定理 2.2 即 得 . 
判别 准则 也 AHIRA d 的 实 二 次 域 中 = Q( Vda) 的 类 数 为 
1 的 序 要 条 件 是 


Otr (=D = Bi mai + HEF) Q,), 
这 里 Ex X K j Dedekind 函数， 而 Has vi 或 trva 
H a ARATE) 的 简单 连 分 数 展开 式 为 


a= [o a, ws Oy jy 
其 中 a, +, ax 为 基本 周期 ,a 的 第 m 个 完全 商 为 
Lam eis J= I >0)， 


证 明 这 由 定理 2.4 可 得 ， 其 中 应 注意 到 ， 据 第 一 章 的 引 理 
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1.1 与 引 理 1.3 有 
By = Dy ny Qn = Qn, P, 一 Preston A<n<k 一 D, (6.3) 
Pait Pa = 2a Qa n=0), Pi,1= P= Pi, (6.4) 


HEK ER 2.4 a X HRA A l ARREA 


606% (- L = 3 > ~ Qn + | +tP 41 一 Qa) 


ko 7 1) 
= DN ay. Qa + Quer) HEEE Paes 


_ Gall + Gy) (1 +2a,,) 
atait 0,) 


注意 到 由 (6.3) 和 (6. 委 有 
> u(t Oe) P= 5 Pr- Ayn) Panot C ten) P, 


KAELA ey a,(1 +a) (Pat Pas 
=D TS ) Pos > WOE (at 


Sr ACL + a) 
= Se 0, 
BY ay ET aK HEB Me ae, 


2.2 一 些 典 型 的 例子 


现在 我 们 对 第 一 章 $2.1 末尾 列举 的 十 个 例子 (他 们 是 最 典型 
的 ), 给 出 相应 的 实 二 次 域 类 数 为 工 的 判别 准则 ， 即 有 下 列 儿 个 定 
理 。 

定理 2.6 设 无 平方 因子 正 整 数 4=4N*+1l,， 这 里 正 整 数 
N>1, 设 实 二 次 域 芝 = Q@(YV 4d) HREN hr WA 

(1) hg=1 4AN 4d, N UR Ne -c-ea@eal, 2, 
- 2) SKK 

(2) he =L4AR4NTN HAERA IE K H A tH 
的 


(3) hx=1 当 目 仅 当 Ex( 一 1) = 
的 Dedekind C-0% 4%; 


WN 


NONDO, Rig WK 
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(4) Mh, = 二 则 虚 二 次 域 @(V -4) HX BAC- d) =2N 
+ 4( - 7E, 这 里 (二 ) J Kronecker 行 号 。 


证 明 (注意 此 aha, a 的 简单 连 分 数 展开 式 ， 
由 第 一 章 $2.1 Suk, SPR: 

n 0 1 2 3 

oao N 1 1 2N-1 

P, 1 2N-1 1 2N-1 

Q, 1 N N 1 
基本 周期 长 度 &=3, 故 s(a) =2N +1。 由 判别 准则 和 4 可 4 hy = 
1 的 充 要 条 件 是 

2N +1= E(N- 2-a), (6.5) 


XE TM) En 的 正 因子 的 个 数 。 容 易 知 道 (6.5) 成 立 的 充 要 条 
t Nt- s-e (I<xr<sN -DHARA (注意 已 设 N>2), 再 由 
genus 理论 即 得 所 需 。 

附注 出 判别 准则 A (DD 及 上 述 证 明 可 知 , 对 无 平方 因子 正 整 
Be d=4N-+ KERS N> D, HHO 4) 的 类 数 为 1 必 坷 且 
只 需 N’-a-edl<2<cN-DWRR. Hd 为 素数 及 特别 
TN 为 素数 是 类 数 为 工 的 必要 条 件 , 前 者 是 为 了 更 明确 些 , 后 洛 
仅仅 为 了 特别 指出 。 这 样 我 们 得 到 了 绪论 所 说 的 命题 B, 

(2) 设 Arx =1, 如 驴 偶 ， WW a CD) ay away N = 2, XAA 证 
H. WAN F, H g=, Fd =4N*+1=5(m0d 8), & Kronecker 


符号 (他 )= l 即 2 在 政 中 为 惯性 的 。 对 一 个 奇 素数 9< W， 即 
Hı Kronecker 符号 (全 )=1, 则 定义 可 知 , 同 余 方 各 


y: = d(modg) (6.6) 
AE., THREFN y=2s+i<g, 而 4 满足 (6.6)。 即 有 
如 -2 一 人 =Uodo Oses Ion AS, (6.7) 
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但 当 T<z< 六 -1 时 , N- o-a BR, 又 1<e< 二 了 时， N? 


~o-at> PV EIS N>q, 故 由 (6.7) 即 知 只 可 能 =0。 因 此 


g|N*, ANARO RARE = W,， 这 与 9< 克 矛盾。 这 说 明 ， 小 
FN fyi RH WE Kronecker 符号 ( 了)= -1, Ma% K h 
WHE 总 之 证 明了 : hx = 工时 , 小 子玉 的 素数 均 在 Ko 

反之 , 设 小 于 加 的 素数 均 在 K 中 惯性 。 我 们 来 证 明 ， 对 任意 
Ky v= I, 2, "9 N-1, N*-a-2# WR RR, 用 反 证 法 ， 如 果 有 
一 个 有 理 整数 zo, L<ay<N-1, f N-e- 不 是 素数 。 由 于 
N?—ay—at>1, KIA gH N- mm 一 驼 的 最 小 素 因子 ,那么 有 


N? - zo- aang, n>q, 
由 此 即 有 g9<N, n% 
= (22) + 1) mod g), 


从 而 Css 条 — =0 3 1, x NBN RAHE K 中 


惯性 的 假设 了 矛盾。 所 以 由 (了 ) 即 知 hx =1, (2) 得 证 ， 
(3) AAEM BR (D 中 关于 a 的 简单 连 分 数 展开 式 的 描 
述 ， 即 知 (注意 Qs = Qi): 


3 2 
hy = 工 当 且 仅 当 60ta (- D = D( pQr + AEE Q,) 
= (2N-1+3) N +14 CN“ DOLON DLN 4N24+14N), 


Mr D AEO, 


(4) 由 上 一 小 节 的 定理 2.5 即 知 gph =1, W A-d) 
= (4 ~)+ + 0 )+ (+ (oF) 
+ QV -DD ata Qa 这 里 ( = 
44 Kronecker 符号 。 
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2N-1 


—4 —4 
FA ~d) =2N +s (Fy) + 2 (y ON- Itt 
A(T) 最 后 等 式 可 分 别 对 N=2 R N = 1 ay 3(mod4) 进行 讨 


em MORE. BZ, 定理 已 明 。 

附注 本 定理 的 诸 结果 是 作者 首先 证 明 的 , 以 后 A. Molin 等 
人 又 重复 了 其 中 的 一 部 分 。 

用 同样 的 方法 , 可 以 证 明 下 列 定 理 , 但 我 们 不 给 出 证 明 。 

定理 2.7 对 无 平方 因子 正 整数 4%g= (2X + 所 2+4， 其 中 正 整 
BH N >l, 设 实 二 次 域 尼 =Q(Yv 9d) 的 类 数 为 he, WH 

(1) Ag=1 4 HRH dj2N+1 SNi+N+1l-w- v0<ve 
N-2; HARAG 

(2) pk = 于 当 且 仅 当 小 于 2N +T 的 素数 均 在 K 中 惯性 ; 

(3) hx = 1 4 HAX 4 906% (- D) = (2N +1) (N24+N +8), 

4) mhz =l, WHO KERA -d) HRRAC-d) =2N 
+1+(-1)*%, 

定理 2.8 对 无 平方 因子 正 整数 d = (2N + 也 :-2， 其 中正 
整数 六 >T，&=4do 是 一 个 正 的 基本 判别 式 ， 设 实 二 em K = 
QC 4) 的 类 数 为 hx， 则 

(1) Ag = 1 4 HA 4 do, 4N? +4N ~ 1- 4e (1xe<N) 52N? 
+2N — 1 -2e -2e (0<xersN - 1) Hy eH; 

(2) hx =1 当 且 仅 当 小 于 4W -1 的 奇 素数 均 在 及 中 惯性 | 

(3) hx =1 4AM 4 Cg(-D = AOD ON sD) 


定理 2.9 对 无 平方 因子 正 整 数 由 = 4N2?- 2， 其 中 四 为 一 个 
正 偶数 , d= 4o 是 一 个 正 的 基本 判别 式 , RIKKE =Q T) 
的 类 数 为 he, 则 有 

(1) hy = 工 当 且 仅 当 2N2?- 工 -2c:(0<z< 太 -TD 54N: -3 
~42- (OKIN -D Hy eM, 

(2) hx = 工 当 且 仅 当 <4W - 3 的 奇 素数 均 在 K 中 惯性 ; 

(8) hx = 工 当 且 仅 当 186, (6-1) NAN: - D), 


)=2N + 
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定理 2.10 ”对 无 平方 因子 正 整 数 由 = QN+N+2, HPN 
为 正 整 数 ，d = 4do 为 一 个 正 的 基本 判别 式 ， 设 实 二 次 域 下 = 
QS 3) 的 类 数 为 jx， 则 有 

CL) hx = 工 当 上 且 仅 当 (2V 41) 242-2 (0<e<N) t 2N? + 
QV 4+1-25- On? O<w<N —1) Hy eH, 

2 hx = 工 当 且 仅 当 小 于 4N +1 的 奇 素数 均 在 区 中 惯性 ; 

(3) hy = 工 当 且 仅 当 365x -了 =(2V+TD(2N+HD2+5) - 

(4) hg =1, Wd RO VY 一 9) 的 类 数 

2V4+1 


h-d) = 一 六 一， 


MEIDA N = 1(mod3), 

定理 2.11 对 无 平方 因子 正 整数 由 =4N2+2, 其 中 六 是 一 
TERA, d=4d 是 一 个 正 共 基本 判别 式 ， 设 实 二 次 域 尺 = 
Q( V0) 的 类 数 为 hx， 则 有 

(1) hx=1 当 且 仅 当 2N?+1-27(0<z<N-1 S54N:+2 
— .2r+1):0<r<N- DRAG 

(2 hg=1 4 AMY NF AN - 工 的 奇 素数 均 在 K 中 惯性 ; 

(3) hg= ] 当日 仅 当 18€,¢(-1) =N(4N? +5), 

(4) 如 Zk=1, METK RAV É) KRKA- d) = BY, 

定理 2.12 ”对 无 平方 因子 正 整数 4= 2N+1)i-4, pN 
为 一 个 正 侦 数 , 设 实 二 次 域 丸 =Q(Y dg) 的 类 数 为 1， 则 有 

D hy =14 A104 2N+3 与 Nit+N-1-w-w?(0<v<N 
~ 也 均 为 素数 (充分 条 件 中 可 去 掉 2Y +3 为 素数 的 要 求 ) 

(2) hr=1 4 HRH <2N -1 的 素数 均 在 区 中 惯性 

(3) hy=1 491% 0z- 1) =N (N +1) (2N +1); 

4) Meg =1, MEZKA =A) MRKA- d) = 2N, 

定理 2.13 对 无 平方 因子 正 整数 4=4V:- 羽 ， 其 中 正 RA 
B=3(mod4), N=MR>3, 歼 也 是 一 个 正 整数 , 设 实 二 次 域 政 = 
QV DRZE hy, WA 

(1) hz=1 4 Hit % 4M:R-1 R, Ner, MR- 
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Prl Re- Re(O<e<M-1) yN- BEE RatR (2y 


+]l)e-y-y (Ixe<M, Ox<yx<k- J, ys HOF, (s, yY) = 


(1, SED )) 均 为 素数 (充分 条 件 中 可 去 掉 AMR- 1 ARME 
条 件 )， 

(2) hx =I MALY FN 
K 中 惯 性 ; 

(3) hy = 1% HIH 360x (- 1) = M(8M?2R8- 3B! + (8M? 
+50) R- 3) ZT be N = MR = 3 时 也 成 立 )， 

(4) qWh,=1, MEZ KRV —d) Has BAC-d) = 2M 


2-0-9 (gah) (yap) BAL 


R 十 - 工 TEA, à È 
Hs, (二 ) 是 Kronecker 7 =, 


定理 2.14 对 无 平方 因子 正 整 数 @= (2N +1)?+4R， 其 中 
N, R SHERR, R=8(mod4), 2V+1=MR, M 也 是 正 整数 
设 实 二 次 域 政 =@(w 4) 的 类 数 为 hx， 则 有 

BS bg= 1 BHR, M?R +4, a(M -2R+1(1<a< 
M- 1 


Erl py dE HR JOIE 


)gW24+N+R- a—a*(l<a<N-1, 240.0 0dR)) HY 


Bes MORRI AR MPR +4 HRW BR)s 

(2) hg=1 4 AMY 2N +2-R(=(M-DR-DH 5 
4& 互 素 的 素数 均 在 及 中 惯性 ; 

(3) Ag = 12481 24 3602, (-D = M((R +R) M? +6R24 
10R +6); 

(4) ODN WEZ KRAV -4) W R He A-d) = 


(R- D+2(- 7) 这 里 ( zk -IF JÆ Kronecker #8, 


ears 对 无 平方 因子 正 整数 4= (2V + 人 D1- 4R， 其 中 
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N, R#pYERM, R=3mod4), 2N +1= MBR，M 也 是 一 个 正 整 
i, M>l, 设 实 二 次 域 尺 =Q(vV 9) 的 类 数 为 hx， 则 有 

(D hx=1 当 目 仅 当 B, 
MR-4, os(M-DR-11<o< "y =) 


BN?24N-R-2-~eA<ec<N -i1, «40(modR)) 均 为 素数 ( 充 
分 条 件 中 可 去 掉 MAR — 4 SR); 
(2) Hg = 工 当 且 仅 当 <2X -BR 上 且 与 4 互 素 的 素数 均 在 长 中 
惯性; 
hg = 工 当 且 仅 4 360g- 1) =M ((B +R) M*- 6B? + 
10R - 6); 
(4) the =l, MEZKA -—d) 的 类 数 h( 一 9) =2N 


+1-M- (O 这 里 ( -if ) 是 Kronecker 符号 。 


$3 ”用 连 分 数 表 示 虚 二 次 域 的 类 数 


在 $2 中 , 我 们 已 看 到 虚 二 次 域 的 类 数 可 以 用 有 关连 分 数 的 一 
些 量 来 表示 。 本 节 中 我 们 给 出 非常 一 般 的 公式 ， 首 先是 F. Hirz- 
ebruch-D. Zegier BRAK, 然后 , 我 们 再 给 出 三 个 公式 , 最 后 讨论 


3.1 F.Hirzebruch-D. Zagier 类 数 公 式 


下 面 我 们 要 用 conus 理论 中 的 一 些 语言 ， 这 可 见 之 于 第 二 
章 。 | 
定理 3.1 (F.Hirzebruch-D. Zagier) 
设 4 为 一 个 正 的 基本 判别 式 , 实 二 次 域 及 = Q(v/ T) 的 理想 
类 群 与 类 数 分 别 记 为 多 xz 与 hg。 对 每 一 个 理想 类 ACE, 可 取 


它 的 一 个 代表 理想 人 = [a IV |, i a, beZ, Haso, 


$ 3] 用 连 分 数 表示 虑 一 次 域 的 类 数 841 


g-c-d. (a, d) =1, OÉ E2。 设 Y 为 GK 的 一 个 genus 奇 特征 ， 


即 存在 8 的 一 个 分 解 4= (dC da), 使 -本 与 -由 均 为 负 的 
基本 判别 式 ， 并 有 LA) = (一 一 -) Kronecker 符号 ) 。 那 么 我 们 
有 


240ghiha = Wy 3 4( AVY A), 
这 里 6x = 并 或 2 WK 的 基本 单位 哆 范 是 + 工 或 - 1 而 定 ; hi we 
(@=1, 2) 分 别 为 虚 二 次 域 (MV -4:) 的 类 数 与 单位 群 的 阶 ; 
WA)=W (bt d d v=) 是 在 第 三 章 81.2 中 定义 的 Hirzebruch 
Fe | | 

证 明 RATT 5 D. Zagior 9! 的 原来 的 方法 完全 不 同 。 


首先 , 不 妨 设 Oh 基 一 个 正 奇数 。 由 第 三 章 82.4 的 引 理 2.2, 
我 们 有 


3 lim (L(s, x12) -x(- DLs, x] 2*)) 


x n(m) fus t 二 1 
Fo GO Èa ap fou ) 
2 ,4 一 1-2 b 
+Imog( 一 人 )), (6.8) 


这 里 &*= / AGA; Zs, x2 HLs, «| WU") 的 定义 兄 第 三 章 
§2.2; 7 是 一 个 正 整数 ; cx EZ 使 22a, =1(mod d)); 9 与 于 分 别 是 
Euler pf #45 wobius 函数 "9 是 Dedekind 1- žr; 
< 
E, 2A 的 全 正 基 本 单位 。 注 意 这 里 我 们 混用 了 Dirichlet 特征 x 
45 gonus 特征 x 的 符号 , 由 genus 理论 可 知 这 是 无 妨 的 。 

我 们 取 3 了 使 Pell 方程 E 
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2 一 didy’ = 4, Tv, yez 


的 基本 解 为 
e -U+Va, Vd 
+7 9 + 
由 此 可 知 有 
Pa = arcsin Uraa (6.9) 
根据 我 们 即将 在 本 证 明之 后 加 以 证 明 的 引 理 3.1, 可 有 
„b by 
Jaa wy 2a + Inlogn( > 一 2 ) 
U 
19 (D(M,) +@(M_)) —arcsin - WAGE Ver (6.10) 


这 里 = 6 (1 - aay), 
U +b, Y _ cidiV 
Tn 
M, = ESL(Z), 


: adı Vm Lti nd y 


其 中 ou= 1" eZ, oM) 的 定义 和 计算 公式 见 第 三 章 1. 
出访 处 的 定理 二 2, 有 
DMs) =3+ muy (Et MS 


> 


BW Cs ) 是 所 谓 的 Hirzebruch 和 ; 正 整数 mo 如 下 决定 之 : A 
Fas m, 9g. 6.d. (am, bm, 0) 是 mw 的 因子 (实际 上 由 g.c.d. (a, 
b, 01) =1, 可 知 g.c.d. (am, bim, 61) =g.c.d.(m, ¢1)), 49 
为 Pell 方程 


a m ‘N 
(yaa prod) Yh X,Y eZ 
的 基本 解 ( 即 最 小 解 ), 则 正 整 数 mo 使 1” = eh, 
H dib, 4 di loa EA d F, HB g-e-d. (dh, 9) =1), F 


EH g.c.d. (am, bim, ¢1)=g.c.d. (m, 0) =m。 H HNE, 
m= 7。 即 有 
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oO) = 84 WE). A 
tit 
一 一 4 —_ 4 — i 
q =arcsin Dr ya $= aresin JUVET 
则 容易 算出 7 
x _ __ -4 
009 (5+ )= 00820 = ~ or yag 
故 有 


tea, l (6.13) 


He x(-D = -二 由 (6.8) 一 (6.18) 可 得 
lim(L(s, x A+ L(s, x| A*) 
2 UM) fy [bity d 
“79 xla) a AY (4) 


+w (= “tv ay), (6.14) 


这 里 A 为 2 所 属 的 类 ，A* VG = 2" 所 属 的 类 。 
用 xXC =x() W(t) = rE) dan 


的 ， 再 用 第 一 章 的 引 理 芽 .5 即 得 ) 和 第 三 章 的 定义 8.117), > 
(6.14) px ACH, RA, 即 得 


AZ = 5% iD aA) g (h, 
cP K 


Ts 人 | 友和 m 


由 于 
((em, 二 
是 一 个 判别 式 = 0} - fac, =d 的 二 元 二 次 原型 , 所 以 它 -- 定 广义 相 
似 于 某 一 个 二 元 二 次 原型 ((a’, 6, e’))， 后 者 判别 式 当然 也 是 


4=b”-4a/c/， 并 且 对 应 于 理想 2 = |v, PVE) em 


844 . 实 二 次 域 的 Gauss 类 数 狂想 [第 6 章 


想 U 是 定理 中 开头 所 说 的 多 的 某 个 理想 类 A' 的 代表 理想 ， 
满足 0 >0 Hg.c.d.(a’, d) =1, 这 样 由 定义 可 知 , 存在 7, u, 8, 
EZ, WE Ttu-st=1, 并 有 5= 土 1 使 

dam = aT? + b/rt+ c't, 


bi =2a/rs +b’ (ru + st) + 2c’tu, 


6°. a's? +b/sy + u, 
nv 


今 
_ u § 
Mn， » JESL), 
并 且 容 易 算出 
Vixi htd def u +s 
M<— 5Y > = 一 EM ey Ear 
所 以 有 


bt d _ b+ d _ b+./a . 
v (°-5y-S) =u (0 EY) = 0u (Mg). 6.16) 
又 有 
4a/amsd = (2a/r + bt)? — di, 


ao) = 二 于 是 
= palate ay (=i. = x(A) x(A’) (- za, 
(6.17) 
Ce) 
= x(4), (Z2) - (<4 a): x(A), 这 是 因为 (一 )( <4.) 
(9 CAGA- a (25) 
六 Kronecker 符号 。 

我 们 再 来 证 明 由 两 个 不 同 理想 类 A 与 义 ' 所 得 出 的 二 次 型 


((am, b, -.))15((a/m, bi, -下 )) 是 不 可 能 广义 相似 的 。 否 


WHIZ 4 
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则 , 由 定义 就 存在 7, u, 8, tEZ, ru—st=1, 并 有 01= 土 1 使 


F 
amô, =a'mr? + birt + ÊL t, 
m 
l 
b, = 2a’/mrs +b) (ru + st) +2 EL tu, 
m 


c ; 
1 ô = a/ms? + bisu + — 1 Lue, 
m m 


由 d,| 5), g.c.d. (m, £1) 21, BIA mt, BF TEL EZ (hk t= 


my, &sy=msEZ, MA ru—st,-1 KR 

ad, = a'r? + birt, + eft, 

by = 20/rs; + bi (ru + s161) + 2cltyu, 

6,0, = a/s* + bisyut cju’, 
由 此 即 知 ( (a, br, 61)) XMF, bi 01). XP A 与 4 
是 同一 个 理想 类 , 这 不 可 能 。 

SUR RRN 并 用 (6.15)—(6.17), B43 

onl, = gi BAYA) BAO), 


这 里 及 ar) Kronecker 符号 .由 此 可 得 


ox LCL, x) = aya nC ap). 4s HAW CA, 
(6. 18) 
这 里 p RARER AR. . 
再 由 第 三 章 定 理 2.3 有 
这 里 Xa(*) = (人) 为 Kronecker 符号 。 由 类 数 公式 有 
2xh 
L(1, x)= Wi (6.20) 


L(A, xx) = L(A, (—*) (5) 
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“2 CE) Me (G)9) 
A H (1- (2 +9) (6.21) 


zai, (=+ h, (2 ) 均 为 Kronecker 符号 ， 


Hy (6.18) — (6.21) 即 得 定理 的 结论 。 
上 面 的 证 明 中 用 到 了 下 述 的 绚 理 3.1。 我 们 先 介 绍 一 些 符 
号 , 然后 可 以 自然 地 得 到 引 理 3.1, 
现 设 4>1，-h< -1 均 为 基本 判别 式 , m,n, ueZ, 481k 
时 , 也 可 能 是 半 整 数 , 即 meZ, in, u>l H nuk, 
设 Pell 方程 


-kdY¥' =4, X,¥ez 
的 基本 解 ( 即 最 小 解 ) 为 

Ê= 
ZE j 为 一 个 正 整数 , e+ BK — eK =Q(./0) 的 全 正 基本 单 
位 , 也 即 Pell 方程 


whew = ef, (6.22) 


e-—-dy’=4, x, YEZ 
的 基本 解 ( BIR: 2 =U 4 seem a, 
det YV d/ E+4& \? _ 2UVkd +4,/ di 


et aa gy “2a? romp © BC. 


REA- [a PAVE] a ype, oTit cz, 


4a 
H RLŽFH, 
命 
A= THON B= ~ckV, C=akV, D= ER DAV (6.24) 
易 见 


NM= (7 = 81 
命 
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-brivden, (6.25) 

容易 算出 
def Az+B_ b 3 
Mla) Ore D ut gg? (6.25) 

Hy (6. 26) ny 43 
M i nG@tm = +m os + lay 人 (6.27) 

这 里 
AtmC -(am?+bm+ce)kV 

Mon = L,(Z), (6.28 
20 ( h Nemo JESL. (6.28) 


H (6.26) 与 (6.27) 不 难 算得 , X nul hk, ， 有 
M om, # 《- © (tm ont t/a 7 = 一 © (tm Z tay 小 


2a 
(6.23) 
其 中 
A+tmC —(am’?+bm+c)Vk = 
Mam,” = ENh(Z), 
P ~ DFmC j 
(6.30) 


这 样 由 (6.29) 45 (6.30) 以 及 第 三 章 的 Dedekind ?函数 的 变 
换 公 式 (3.18)， 有 (注意 已 设 “为 正 整数 ) 


ors(emt on) 

=logn(M am, c (imt g- ty zy ) 

= log n( # ty dy am) + M sm, *) 
vig (Tiya x) 


由 此 即 知 有 
引 理 3.1 在 上 述 记 号 下 , 有 
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Imlogy (2 enito 1 j- +m )) + Tmlogn( ™ (294, 一 2 -m)) 


U. 
„a/ U: Faka” 


= -19- (PCM, u) +P (M-n, “))— arcsin — 


-b+ / d 
2 


这 里 a, bE Z, a> l, 2( = | a, 上 名， WEZ, Wy u>l, 


milksd>1, -k< 一 均 为 基本 判别 式 ; me Z, 但 在 831k 时 ,也 可 
能 2m EZ; 其 他 定义 见 (6.22) 一 (6.30) 。 


3.2 更 多 的 类 数 公式 


在 本 小 节 中 ， 我 们 叙述 下 列 的 三 个 类 数 公 式 ， 即 定理 3.2 一 
4, 它们 的 证 明 将 在 83.3 一 $3.5 中 给 出 。 | 
定理 3.2 BWd>l 5-k< -1 均 为 基本 判别 式 ,g.c.d. (21, 
) =1。 那 么 有 
246,Jh(—h#)h(— dk) = wrw. 7 xula). 


之 > 
n= [a =A] Si 


D Ža (am? oo: (m 十 - b EN )), 


这 里 了 er 它 使 Pell Fy pi -daky = 4(@, VEZE) 的 最 
小 解 为 21， 其 中 e+ WMO UR K=O0/ 4) 的 全 正 基本 单位 ; 


KODERRAVD HR MA U=[a, 4A) gery 


的 理想 类 群 Ce 的 一 个 完全 代表 元 组 , 其 中 a, b, Ee WE d= 
d: —4ac, g.c.d.(a, b, c)=1, a>0; 
a-f; ly tm Ne) =1, Me, =e; 
* 12, 如 N(e) = -1, Ble, =e?, 

XE e ER 的 基本 单位 ，xv 与 为 分 别 为 modw 4 mod n 的 实 原 
特征 ;对 一 个 负 的 基本 判别 式 --D, w-p=2, 4, 6, 视 D>4, D= 
4, D=3 mÆ. | | 

定理 3.3 设 4>1 与 -kh< -1LH HRA BR, 445, H 
RB g.c.d.(k, d) =1, 那么 有 
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248,Jh( — hh- kd) = WW _ rW. 4 Peni an Ku (a) . 

A= La; ] / Ru] 
5 b+ oy a 

D> Xına lam? + bm + 0) (a (m 十 一 aD) 


+ I Xal E x,(am*+bm+c) 


mi( mod”) 


(ov (t(n tiA) -av (2 (m PVE) 
(s(n 0) 


这 里 的 记号 与 定理 3.2 的 相同 , 而 
1, ty @=1(mod 8); 
1={ Ta 如 d= 5 (mod 8), 
Ek En 方 ， 其 中 正 整 数 了 与 了/ 分 别 使 ef 与 sf 是 Pell 方 
程 p 
_ dk?y? = 4(%, yeZ) X*-d(4) Y=4(X, Y €Z) 
的 最 小 解 。 
定理 3.4 设 4>1 与 -h< -了 均 为 基本 判别 式 BIA, 
g.¢.d.(k, d)=1, 那么 有 


246,Jh(~—d)h( — kd) = w_,w-_re SY Xu (G) 
{a= [a atv) , [se 


> on (am? + bm + OW (a (m+ bad )) 


m({ mod&nt 2a 


ta, D Xu(@) ants „Xen (am? + 2bm + 40) 


v( g (2 aya 2 ) 
+ >, Xgul@) 5 „a Cam” + bm +c) 
hte | 
(v (Fum EA) -aw (Smi AT ) 


WA nn) 


leg - 
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这 里 的 记号 也 与 定理 3.2 的 相同 ， 并 且 Xs 和 Xon 以 及 Xu A Xn BY 
合成 均 为 mod h 的 实 原 特征 XC* ) = (E ) Kronecker 符号 )。 

附注 ”对 这 几 个 定理 , 我 们 将 在 $3.6 中 给 出 一 些 例子 ， 以 便 
明了 它们 的 作用 . 
3.3 定理 3.2 的 证 明 


在 第 三 章 82.4 的 定理 2.4 中 , exc) = (ZË) Kronecker 
符号 )， 的 最 初 说 明 , 即 可 得 
! zy lim CL(s, x] 2D 4+L(s, x] 20) 


= nya x(a) TT A- p° Rey, 


Im e-wive mt, i/e n-! am? 
ENT d "2 oa nah p XC 


Aru my, (6.31) 
这 里 还 用 到 第 二 章 §1.6 nse ta 即 ean om + bmn + 


om} =O, ZE g.c.d. (d, P =1 Aye PF BRIAN. 
注意 在 定理 3.2 的 假定 下 ,X=3(mod 4), k 无 平方 因子 。 
对 ze A bi), 有 (2 表 有 理 素数 ) 
5 EE 2 eur D) ni D xCom: + bmn + cn:) 


l<nju m( mods) 
20 
cos 7 on +e) 


x= 5i e wiuve/k SY 1 
Wl 0d (0, )= 1 ln Mih m(modk) 
Bal Puen! . lansio 
2xuv/ b m 
XCAM? + OMN n, + n?n) cos Me +—), 
k \2a mmg 


bi nym 代替 m, H g.c.d.(m, k)=1, 即 得 
Ss), -= >à ouw) . e miuve/k >> 工 


入 | u li % m(mod k) 
v> bpp Pi 
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2ruv/ b m 
Pea th) 
对 上 式 中 的 M, 令 %=TIy, 则 nk, Mw k= nk, hy 为 一 个 正 整 数 ， 
并 且 g-c.d. (7, hy) =1, BRERA RI, IS m= km + 7m, 
则 从 (6.32) 可 得 

>». = olu) etwiuve/k >> i 


urls gcd. (4 k=l u lanjo % ma(mod n) 
vert, Pit pjs 


am? + bmn + end) cos -全 (6.32) 


xz (akim? + bkymyn + cn?) . 


MmsC€mod*1) 
一 _ 2ruvb 2ruvm D UVM 


g (u) 


u> l:g.Cd Cikja] U i<niv 的 me(medza) 
Dele p|vepp|K 


= e-w juvg/k 1 
Xr (an m4 + bimn + cn?) 
2ruvb 2ruvm 2ruom 
“Xi 0) > cos -2 aa), 


ma (mod n)— 22k nk, nn 
Cdm n)= 1 


(6.33) 

这 里 xr, Xe, 分 别 是 mod n, ki 的 实 原 特 征 。 对 (6.33) 的 最 内 一 

层 和 用 Ramanujan 和 的 公式 ( 见 文 献 [25]p.237 ,定理 271), 可 得 
>= g (u) Givve/b 


Hm.0d. un)= 1 u 
vrlL piee p| i 


5 Xn) | >> in( =) D Xe, (anand 


Iano n 


tali n. v mal mod Ka) 
aL 
2xuvd 2ruvm 
+ bam, + ¢)cas( Ao + ome. 
2 + 0) COS “og FD, 


(6.34) 
以 上 用 到 g.c.d. (n, k) = 了 并 已 用 ws RE m, 
注意 到 g.c.d.(n, a) >In, xala) =0, W 4 g.c-d. (ñ, a) 
= 工时 ,由 ny, 即 有 
之 ) Xn (akimi + bkymy, +e) 


Mi Modn ) 
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= xa (a) =e (m?—d)=xz(@)u@), (6. 35) 


XENA) 为 积 性 函数 , AS RLM PA 
uC) -| -二 如 P+ 
p- 1, yy p ld, 
这 可 由 华罗庚 著 * 数 论 导 引 > 第 七 章 $8 的 结果 推出 。 
这 样 ,由 (6.34) 与 (6.35) 即 有 
5, = >> ou) g iwiuve/k 


UP1.9.6.4.(%2)=1 U 


vai pjo pie 
— ia) 


gc nj (ñ) <ln, 
四 = Xn (ak?m? + bkym, + c) >) kn (an’ m? + bnm) 
"(mod n> ma (mod. 
2ruvbd  Qruvm Do 
-COS (pe SE a t ) l 
( 22 1 p+ a) (6.36) 


BER Ajo, 故 在 cos( *) 的 自 变 量 中 不 妨 添 上 一 < 这样 再 用 
特征 合成 , 由 (6.36) 即 得 
5, = ORAA g =) g 2s iuve/k 


t > 1 sc ltt k)=l 
v> lp rpi 


I) xCamé + bm+e)oos FU ( sm), (6.37) 


m(modk} 2a 


其 中 
_ 1 (BY 
$9- D, gaa 7) 


g.c.4.00. Q=1 
Sa Kh, PW) 为 的 积 性 函数 。 设 P ARH pH, MW 
易 算出 
L, 如 pla; 


ptl s La, H pid, 
B(p*)=4 pe > MPra Hp (6.38) 


prti p- 
2 如 pra, 但 pld, 


XT TEER u, 命 
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a) 一 > p(w) ~ ae (6.39) 


则 6(w) Æ u PERM AT ABR p A 
o(p”), 如 pths 
pp, mM plk, pla; 
FCP) =4 p+1, mm plk, pta, płd: 


atl 
£ an, 如 pik, pia, pld, 


GH g.c.d.(,h)=1, 所 以 最 后 一 种 情况 不 出 现 。 在 第 二 种 
情况 下 , 即 存在 有 理 素 数 p, 使 pl kh, a, % 时 ,我们 来 证 明 


D x(am?+bm+c)joos "($ +m)=0, (6.40) 


mCmod \}) k 


注意 此 时 应 有 pid, trk=hip, WW pth, 用 特征 分 解 即 知 \6， 40) 
的 左边 等 于 


akm? +bkm +e 9 
mateo) Kp 《ao l L Dec 1) Xn, (ap mS 
Zrub , 2rum, 4, AWM, 


+b 
+ O PM + €)COS Da} p D 


— 2 
md Xe, (@p*m} + bpm, + ¢)cos “Oak T kr 


> Xp (bkym, +c) = 0, 


" ma(modp) 
这 里 用 到 ple, u, pid, itt p+bk,, 
这 样 由 (6.37) 一 (6.40) 以 及 上 述 讨论 , 可 得 
>). = > aw gmiuz/k D) x(am?+bm+c)cos £ emu ( 一 tm), 


m{mod k} 
(6.41) 
RESU Hu HRERS BBL a p* 有 
(me) = O(p*), 如 płk 
ap”) leet 如 pik, 
其 中 o(* ) 为 * 的 正 因 子 的 和 。 
MT IER An, ar 
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s= > (Gem. 
则 Sn) y n MDEE EO 2 A DP? 有 
p*, in pth; 
S(p*) -| P, 如 p| k, Ha=l; 
0, an plk, Ha>2, 
即 得 | 
ae =nW (a), 
Wa) = 下 ， 如 pig-c-d. (hyn) > pih (6.42) 


否则 
这 样 由 反 转 公式 有 
s= DS DME, (6.48) 
FA 6.4D — (6.49) 
ER RYO B, 


2 2ru/ b 
* x(am* + bm + ojcos i “(2 om) 


=> 一 多 eg 2m iunz/k 


momod ) 
- x(am- -bm + €) COS Pran (D -+m ), ' (6.44) 
在 上 式 中 , Sn=anm, EF g.c.d. (n, /H=1, pin plk. H 
(6.42; 知 ， 这 里 的 mo 应 为 无 平方 因子 的 (否则 W (me) = 0, 不 必 计 
算 了 ), 于 是 m1k, 这 样 由 (6.44) 可 得 | 
>. = > | >> elm iunte/® 


le THE 
n> l.p. Cede (m. y=1 


>) X(am? + bm + €) cos Prun! b om m ) 
mad : 


mí mod x) k 2c 
oo 1 oo an. 
= >) 一 > >> >> (2) e's iuntese 
u=] ÙU LeTikn-1 1<ojn,k 


druni / b | 
2 
= x lam + bm + c) cos 天 (a +m ) 
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一 > MO > 1 g Tiunvtz/k 


Losi una U 
x(am" +bm+c)cos arront m ($y m ) 
mi mod ï) 7 
— 2 p) Se 7e) ere. nuc/t 
ed a ~i 
- >D xam + bm +e)cos Jeno / em), (6.45) 
niCmod t) l \ 2; 


其 中 已 用 $ 代替 L, n 代替 un, 
fr g.c.d.(l, v) =u, l=ul,, v=uv, H wlw |k, 而 由 (6.45) 
得 到 
>): 


$ 


全 (DoD SI am) e2minvaz/ti 
aig |? =} T 


sho vi>] 


ney x(am’ + bm +¢)cos 一 sane Cg, +m m) 


mod k) 


P u (v) AA do e *invz/i 


; vl 


21nv / b 
2 十 ` 
> x(am bm + ¢) cos- 一 ( 27 +m), (6.46) 


mmod ) 
其 中 用 到 ,对 pobius K Ay u Ay 
2 u (u) =1 80, 视 和 w=1 或 m>1 而 定 。 
再 用 特征 分 解 , 由 (6.46) 即 得 
D = = (v) > 2 erwinve/t D Xr (av°mi + bum, +e) 


mı mod f 


y v>1 
Xp (al “ami + blm, + C) 
maCmod v 
Dr; 
os 人 “OL b + Sanom, Mi y 2 rnm» ) 


my oN nus 
= > meen e*minve/t SN yam? + bm, +0) 


eae a msCmod 1) 


COS - 


2rnv / b 
l (oz +m >) pret ami + bma +0), 


由 g.c.d.(v, d)=1 1, 6.35) 即 知 最 内 一 层 和 是 
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HCV) X (0), 
从 而 得 到 
De = > Xv (4) > 2) g‘winoz/t 
Purse" ind 


Lvl 


2 b 
2 (x:(am? + bm + ¢) cos e +m ) 


1 、 
= 下 DxD DS yam +bm+c) 
lumk m mod 1) 


Lv>i 
, ao a(n) (e 2ginv (e+ è atm) +e 2rinv (2-2 > on); my 
Ree] n 


再 用 Dedekind n 函数 , 即 有 
>. 一 “te” > + Xv(@) >) Xt (am* + bm + c) 
í m(mod 1) 


lu=k 
L,vel 


-3 ÈD Mo(G) 之 xam + bm + 6) 
rs m(mod l) 


(ven $e g om) ole- -m))) 


(6.47) 
(6.47) 的 第 一 项 等 于 
miz v _ ait, 
12 pa 1 Xv (a) Xs (@) LO) He 
=<. x(k TT A- p~», (6.48) 


这 样 , 由 (6.47) 与 (6.48), 我 们 得 到 
D = To ORT p 


“3.3, Xu (a) nei pZ (am* + bm + 0) 
-| logm (= (z + a +m)) + logy (< (z-z -m))]. 


(6.49) 
现在 , 我 们 在 (6.31) 中 取 了 = 了 使 
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eJ = U + yd 
六 Pell 方程 
-dky = 4, 2, YEZ 
的 基本 解 ( 即 最 小 解 )。 则 由 (6.49) 及 引 理 3. 工 可 知 有 
Imza; = FOE II (1— p~?) Rezy,- 3 p Xu (@) 


te] 
? 。 U 
“hm +bm +c) | arosin ary deeper 5 
+ fy P Mmt) + PM an, u) ) |, (6. 50) 


这 里 Mins 如 (6.28) 所 示 。 
Hy k=, g.c.d.(a, w) =g.c.d. (am?+bm+e, n) = 工 
时 , 有 
g.¢ d. ( (Lam + b) HY, (am? + bm + c)kV—, aVk a) 
=Vg.c.d.(.2um+b)mu, (am? +bm+c)u?, an?) 
=Vg.c.d. (a, b, ¢) =V, 
故此 时 由 第 三 章 81.2 的 定理 工 2， 即 得 
Olay) -3+ (Eam DK + VDA 


aV k 2 
u 
_ u b+ d 、 
3+w (m+ bt ve)). (6.51) 
又 
>, Xu (@) non Xam +bm+c)= E x,(a)u(n)x,(a) 
a.ti>] nusi 
=Xe(@) J) u(n) =0, (6. 52) 


J h (6. 31) U R (6.50) — (6.52) ay 48 
2 ia Te x12) +H(s, 124%)) 


“img d pa Xu a) =, , Xalam” +bm +0) 
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w 全 人 AS) (6.53) 


Ay 2 pant K = Q(./ 可) 理想 类 群 Cr 的 一 个 完全 代表 元 组 ， 则 由 

第 三 章 的 定义 (3.117) 及 定理 2.3， 用 一 下 (6.53) 即 得 定理 3.2. 

当然 还 要 用 一 下 类 数 公 式 而 有 
ZA, O =LA, OLA, xy) = ATA OR bd) 


Ww Pan nak v d ? 


(6.53) 的 左边 对 2GR Ae DL, ORUS Ox. EM 3.2 得 证 。 


3.4 定理 3.3 的 证 明 


KERRE k= 4h, ki 为 无 平方 因子 正 整 数 ， = 1 (mod 
4) ,这 等 价 于 一 4< 一 1 为 负 的 基本 判别 式 且 一 X=12cdmod 16), 
Bit 9g.c.4.(%, d =1。 其 他 符号 如 定理 3. 3 所 述 。 

对 26H, 仍 记 


D, == Gef $ eri iuz/k 5 t — >) x(am* + bmn + cni) 
A %% memod &) 


。 008S -- > am) (6,54) 


FE (6.54) 中， qu wwau3， 其 中 g.c.d.(uy, k) =1,u, 2 K 
HU, Pits pih, RESTER PRAAK, Wu, ws 为 正 
Ay Fe ae n= Mnn, 而 nlu T= 1,2,3). BAL mm, RE Mm, 
即 可 由 (6.54) 得 出 


>: = g- Cow EPR > _ 1 
tees precios o(t1 k=] 上 TU Nog 
ta >], pitts m a 1 <M it 
2 
- D y(am? + bmnons+ ening )cos Lats. b + ). 
Wi mo ) bk Qa Nolla 


(6.55) 
在 (6.55) 中 , f fis = Ip. 则 ky = hakz, tis, ks 均 为 无 平方 


因子 正 奇 数 , H. g.ec.d. (hs, m) = 1, Bi k=4igks, 4 m4m 
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+ ns + 4km, Ji dy (6 55) 可 得 


>, = Oy) 2% idaususe/™ 1 


«iatis U 


1 canis No%bg 


1 <img | ta 


Xu, (L6nzam’ + 473bm nen + ening) 


Bta( mod ka) 


ya (ahenim + bkarigmonon; + cning) 


Mma mod 4) 


>> Xn. (16aks ms + Abkamgnens + cnin’) 


m(inodig ) 


ZHU Uab | Zrujthotls 4- a 
cos (Atel q EAMA (Aa ymy 十 sys + 4hyms)), 


(6. 56) 

QE <u, te, ty > RAR AH (6.55) 的 相同 ， 这 是 为 了 简写 

起 见 , 以 下 也 这 样 表示 ; 上 面 用 到 了 特征 分 解 ， Xe，Xa，X5 分 别 为 

mod ks, 4, ns 的 实 原 特征 。 这 样 可 得 知 (6.56) 的 最 内 一 层 和 等 于 
Xma) Os (us? 


mmodn,) 
9.0.4.(maras)=1 


g. ZEU, thti my, 4” Mo 2x Untly t, ms) 
Nott ea ky 4 


Naiz ng 
— y ZTU, Ugtlsd q ZHU UUs Mı Ms ) 
= (08 S tate Ae i, 4 T) 
© fs) | 
enna, nsus af L /? (6. 57) 


这 里 已 用 了 Ramanujan MHAR., ÆRA ged. (a 1) 


=1, 并 用 nnm, 代替 m, ngm ARF m Mh (6.56) 与 (6.57) 可 
得 


>, 一 >> GU) e 7m tuiususe/k >> 1 1 
<u, the ls > Us Lxtaivea Ma lanslus My 
Xe, (L6nzam? + 4ñbm + ce) 


mi(mod*s) 


Xa (akinim§ + bkm, + ená) 


ma mod 4) 


008 (Qantas (gree Fh eM.) asa) eR) 


lal ra. 


(6. 58) 
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与 上 一 小 节 相 同 , 当 9.c.d. (m3, a) = 工时 有 
D x5, 16kam3 + 4hgbmg + ¢) = x, (© nis), (6.59) 


Ms Mod ns 
这 里 的 定义 与 上 一 小 节 的 相同 。 
H (6. 58) 与 (6.59) 可 得 


5, = o (4) @ 2m iuiusuaz/k 


SH sig the > Uy 


1 
Ph ty ly nae 
CT | 
a 12 gaod (m a=] nal (73) iw, 


Xr, (16niam? + 4ñ,bmı -+ c) 


maCmod ks) 


a yt (akinim + bkzñ: Ma + eng) 


Xa, J6kjam} + 4h3bm; + c) 


ms( mod ns) 
Mig Ma 
fig dm 
这 里 在 cos(*) 的 目 变 量 中 可 以 添上 2min 3 3 是 因 为 Tz luz, 
这 样 再 用 特征 合成 ， 即 可 从 上 式 得 到 


D- D 5) em iuvese SN i 
lanty % 


多 


wit aw 

lcvr 2H BRK 
。 Xn, 16am} +4bm, +6) D xu (am + bmm + on’) 
mi €modky, ) MaCmod 4) 

b l 
- COS (2xuo (o + E + 72)), a (6.60) 
这 里 还 用 到 kans = ky = 1(mod 4) 9 而 对 正 奇 数 u, 有 
a) _ 5 O (ty) 1 


li atis =li 1 LEns!tis ~ — 
Wi > ,0.0.0.(U1,1)=1 ed (ns, a= 
Vw Plus Dik 9.0.d.(%a,a)=1 NH (M3) 


l< HETA ve 
nie 


易 见 AU) Eu RE, 且 当 u yap eR p 时 , 有 
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opt), 如 pth; 
p*, 如 plk, p | as 
G(p*)=4 p+1, im piki, pte, ptd; 
PEPE, 如 plh, pła, pld, 
HF g.c.d. (k, d =1, 可 如 上 一 小 节 一 样 证 明 ， 当 ple, k, u 
时 ， 
Xr, (16am? + 46m, + c) 


mı mod KE1) 


cos ( 2auo( aop +h te )=0, 
注意 其 中 的 "是 2 HERKEN. KERRIER P, f 
| fo(p®), m phi; 3 61 
ao = {ory im pik, (6.8 
下 列 引 理 可 以 直接 验证 ， 
引 理 3.2 设 1<nlw 且 ” 为 2 的 正 寡 次 , 则 


u m 
SY (am? + bmn + en?) ein 4 
m(mod 4) oo 


=0, 如 二 为 奇数 


=x4(0)-2-(-1?*%, m 为 偶数 ， 


这 里 4, 3, c 如 定理 3.3 所 设 。 
把 (6.60) 中 的 ”区 分 为 "= 本 和 % 为 偶数 两 种 情况 , 并 用 引 理 
3.2, 可 得 
>= 2 G (u) gtr iuve/k 


ef issk U 


b 


2ruv 
D xla + bm + ¢)cos — (m+ aq 


”mod k) 


+ X4 (a) ` 5 一 一 一 协 (v) gos iuve/s 
“Ese 
Se 1<z2 为 2 的 等 次 
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2; Xx, 182m? + 4bm + ¢) cos (m+ ar) 


m( mod kı} 
其 中 
(0) = D Oi, 
il<nio % 
2in,8 
& FL Xt v= 2* (a0) 4H 
0, 如 O0<ecl, 
= 如 a=%2) 
-gz Mass, 
所 以 有 
| De = T+ (a) I, - 可 xa (a) La (6. 62) 
其 中 
J, = Gu) e.wiltuc/h 
“Exe U 7 
2222 u b 
2 — -一 
mn XM + bm + c) cos 7 =- (m+ oa) 
I, = >> ð (u) gow inz/ka 
w 正 奇数 u 
ONN Xr, (16am? + 4bm + c) cos Tehama a) 
= Gj (u) dow iuite/ k 
Is Ae Qu ê 
Ar2eun 
2 > an 
naz Xr 16am + 4bm + ¢) cos 2 ( 4m 4 oy) 
以 下 来 计算 I, I: I, 
HERK”, fr 


= D, u(2)ew, ‘6. 63) 
WU AR xed (6.61) ue wy 

Sin) =nW (a), (6.64) 
这 里 对 正 奇 数 1, 


§ 3] 用 连 分 数 表 示 忠 二 次 域 的 类 数 363 
1, ip plg.c.d. (ki, M= p Jn, 


W (n) = B (6.65) 
否则 ， 
这 样 用 反 转 公式 可 由 上 述 公 式 (6.63) 一 (6.65) 得 出 
了 1 = Wo) e-% ittunz/k 
“正堂 数 u 
x(a’ + bm + 0)cos Beem Ta 
mimod * 


— 1 2712S wove/h 


PTE Me u 
pig. 7, y (hs 1 =p pin 


> 2n2un b 
>) x(am* + bm + ¢) cos i (m+5-), 


m(mod k) 
我 们 命 %=mnz， 其 中 g.5.d. (mb)=14 W pim— >plk, W 
n 应 为 无 平方 因子 , 从 而 nalki, Aa a 


I, — i gw ile un! 2fk 


arh) U 1ájiki 
vEt nEKB,g.ced.(3ki)= l 


$ x(am’ + bm + ¢) cos Sate (on + 5) 


mi(med k) 


= a i pv) e2miceune/ (11) 
a>) WI lk: ,<vin.is 
“Ek nEK 
2x2-uv / b 
. ‘am’ + bm 4 0)008 2% ve ( zm) 
ee a 4t \ 2a , 


MEENAL REI, TË 


I, = p> 1 >> (v) gwil unou/ (4r) 
ay u Lolk. 
wne t,t 1 


Xom: + bm + 6)oo8 - 2x2 enano ( 2 +m), (6.66) 


mCmod i) 
在 《6. 66) 中 命 t= lhw, D= UU, g. c.d. (1, v) = 1, 则 Low, 
Fate m +> dim, + oo， 并 用 特征 分 解 , 则 由 (6.66) 可 得 
n= SE BD em, 


nic 2 


304 Se ethy Gauss 2 See [OR 


Dg, tit enn + bm + 0)o08 (<23 ane w (a +m )), 
(6.67) 


这 里 用 了 
> Xo 16am? + 4lbm +c) = (0) X»(), 


mi mod v 
这 与 上 一 小 节 的 (6.35) 是 类 似 的 。 
不 难 证 明 , 当 apd, 而 n, v HAH, 有 
Z) (alm? + bim + 0) omitneme = x, (c) + xu (26l + 0) 


mí mod 
Ta D2 (a (al? + bl +e) + x4 (al? bl +6)) =9, 
注意 (Ad), 
Ru, Aap, (6.67) 的 最 内 一 层 和 等 于 0。 这 样 ， 由 
(6.67) 可 得 | 
I, _ >> a(n), oC) > Xe (2) e264 2envz/ (41) 


aad Tè 
niet ® 1 


2 2x2°nv / b 
l md OM + bm + c)cos —ar (y T” ) 


CY F(%) owinve/ (41) 
= > a) 全 一 一 人 e 
人 2 
ev 


anv b 
。 2 
md Ce + bm + ¢) cos 一 - ay ag +m ), 


再 用 Dedekind n 函数 , 即 有 
L=-4 EnO J, Xam + bm+ o) 


(ilek e) (iC m) 


(6. 68) 
这 里 用 到 


> 一 ~ x (a) 全 tin (ain? + bm + ¢) = 


这 是 因为 刚才 已 算 过 ， 内 和 等 于 0. 
用 证 明 (6.67) 的 相同 方法 , 可 以 证 明 
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I, = pA X,(a) pan a“ e2einve/t 
emi 2nnv / b 


nt „Xi (am? + bm +¢) COs —1—( o> +m ), 
与 
I; = x(a) 4 g Awe etm i2enve/t 
besi Pee 2 
> x: (am' + bm +c)cos Seiad my atm). 
m{mod 7) 
容易 证 明 
PP Fo) -3 22) y n) +2 2M f ey 
Ben IO 9 EOP farm, 
n 正 奇数 
只 要 涉及 到 的 级 数 是 绝对 收敛 的 ， 
这 样 , 可 得 
tO (TE)= -2 ,Dom + bm +c) 
(meek +m) ten (2am) 
~ 3logn (#4 (2 +. on; tm )) ~ Blogn (2E a- gm )) 
vain (e+ az tm )) + Biogen (£! “(z- on™ ))) 
+ s zx(o A ~ p~?), (6.69) 
最 后 一 项 来 源 于 


3 Pa Xau(@) 2, Xa (am? + bm + €) 
Olke) thnaa 


ae Oe on , Xn (aan + bm+e) 
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下 Bolo zal) = ax DD 


4nuak i127Ixs n 


H 


wi 。 
oe. 1-o- 
19 2x(a)k Ti p-*), 


这 样 , HH (6.63) 与 (6.69) 代 入 (6.62)， 并 用 第 三 章 的 82.4 定 
2.4. EX (3.117)、 定 理 2.3 和 本 节 的 引 理 3.1, 再 取 正 整数 
g=J 使 


J — 
E = 


T+ /akV 
a 
为 Pell 方程 
X?-d?Y2=4, X, Yez 
的 最 小 解 , 其 中 e HK=QL/d) HerHee MY, WA 


J x | 

~~ 6, (1 L1 = 一 号 

9 K ( 5 x) ( ; XXa) y- Zoeva ] } Cn wh Xu (a) 
. oe nul 


D Xn (am? + bm +c) ( —arcsin 


m(mod 47) 


+ Be (M m, +.) 十 中 (M n, 4) + 


_ 
/ U? + dky 


ra Xau (a) an Xn (am? + bm + c) (P (M n, «) 


+ MoT d qiu 
+ DM m, D- -gg (My, 2) 一 3 (Mn, 24) 
+20 CM,, 4) +20(M m. «))), (6.70) 
这 里 , 对 mwlk， 有 
UDEV Sampy Com?+ bm+o)Vh 
M on. u= Ux 
aV k H CERLA FamkV 


ESL(Z), 
由 第 三 章 §1.2 iy ae HL. 即 知 Rp ujk, g.c.d. (u, a) = 
g.c.d.(am*+bmic, nH=1® 7 


(Mon, “= 3+7( jv Comt t/a) 


\n 2a 
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这 里 对 1<ijb, JO = -六 是 一 个 正 整数 ， 其 中 7/ 也 是 一 个 正 整 
数 , 它 使 Pell 方程 
x d(T) -4 £, YEZ 

的 最 小 解 为 ef 。 

在 我 们 的 情况 下 ，- 上 -=1, 2, 4, 容易 看 到 有 

J =7J(2) =l; EJ (4) =1, 如 d=1l(mod8); 或 1 或 3, 
如 d= 5(mod8) 。 

已 证 

> Xt, (am? + bm + c) = 0, 如 njk, 


m{mod4n) 


则 由 (6.70) 及 类 数 公式 , 即 可 得 出 定理 8.3, 


3.5 定理 3.4 的 证 明 
现 设 -8 < - 工 为 负 的 基本 判别 式 ,8 和, 5=81。 命 


(=), im kı =3(mod4), 
Xa (*) = 8 
(二 ) 如 为 = 1emod4y, 
其 路 ) 与 (一 一) 均 为 Kronecker 符号 ,再 设 g.6.d. k, D= 
1, 其 他 符号 如 定理 3.4 所 述 。 
我 们 首先 来 证 明 下 面 的 引 理 。 
引 理 3.8 设 w%>I 且 为 2 MRK + 为 有 理 整数 , nlw。 其 他 
符号 见 上 所 述 , 则 有 


>) Xs (am? + bmn + cn*) emi 
(mod 8) 


0, Mm n=, u 个 ; 
jaw 


Qye(a+b+co)e 4 +2y5(c) +2y,(a-b+c)e 4 


u m 
”# 8 


+ 2x (4a + 2b + cle an, 
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| ty n=J, ui; 
0, 如 m=2, H 2ju ay 8/u, 


(Sy) ¥q(@+2b4+4c), tyn=2, Blu, 
0, hy 4 in, H 4n- u; 
(-1) F744. x(a), Aln, H4nlu, 
证 明 直接 计算 可 得 。 
与 3.3.3.4 两 小 节 一 样 ,对 2E 允 ,人 命 . 
SS def Dy gam ius/k > p! 5 i x(am? + bmn + en?) 


janju paa 
oos ru (2 +2), (6.71) 
则 可 证 明 
— ð (u) °wiuog/k 
之 : woe u 4 
1<v 2 HFK | | 
oo > Kes (Bam? + 86m, +c) 
Lary maCmodss) 
S x3 (akan? + bkymn+ cn’) 
memod 3} 
b Mii 9 

cos ( 2ruw (op ptt 她) (6.72) 


这 里 8(w) 为 积 性 函数 , 且 当 4 NTRA p* 时 ,有 
a a(p*), 如 pik, 
ose im plk 
(6.72) 中 的 "分 别 对 n=1, 2 与 被 4 除 尽 的 情况 用 引 理 
3.3, 并 注意 由 于 hi 奇 ， 故 可 用 abt, bh, c RE a, b,c。 这 样 可 
得 
DM. = i+ I+ Ls, 


IL- © F(U) ,rwireucsh 
uta% 锯 


> xlam’ + bm+c) cos 2224 d +m), 


mC mod fe) 
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D aw. gimi2eue/k 
aE #1 Rt 


D yami + 2bm + 4c) cos 2 人 (一 +m), 


m( mod k} 
以 及 
Ts = xa) ae CAOS D (22) e47i2tuz/a 


A4n2«u / b 
. om + bm + ¢) cos — oz +m ) 
这 里 
1, 如 æ = 0; 
Qe) = 
(2°) | 


用 引 理 3.3 以 及 与 $3.3、§3.4 相同 的 办 法 , 可 以 证 明 
i i= 2, Xa (a) meats Ker (am? + bm +e) 


fi 
s) 2 invz/ Bhana Dany b 让 
ae Ose Og t 
Iz= 3 D aO D xalam + 2bm + 4c) 
2 lo=Ks m(mod BI) 


iMs : 


n 41 \a 
= I wea) J) ulam + bm+e) 


. ` on) 4qinve/? Arno 6b 
(E D eemo SE B am) 


-3 > oe) eSvinve/ioog Sawe ( +m ) 
| ~ \2a 
ORE, 用 Dedekind 外- 函数. 引 理 3.1、 定 义 (3.117)、 第 三 章 的 
定理 2.3 与 定理 2.4 以 及 类 数 公 式 ， 与 $9.8 和 83.4 同样 可 以 完 
成 定理 3.5 的 证 明 , 我 们 不 再 详 述 有 关 细 节 , 有 兴趣 的 读者 可 自行 


+25 Z ain) elim invz/i aos 16xno b +m )). 
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补 出 。 
定理 3.4 证 毕 。 


3.6 例 T 


对 上 述 的 定理 3.1—3.5, 我 们 讨论 一 些 例子 。 

例 1 (F.Hirzebruch) 设 有 理 素 数 p=3(mod4), A p>3, 
如 果实 二 次 域 @Q(Cw P) 的 类 数 为 1， 则 由 定理 3.1 可 知 虚 二 次 域 
Q( 一 Pp ) 的 类 数 %( 一 Dp) 满足 

Bhi- p)=W/ p). 

例 2 HAMKA p=1(mod 4)。 如 实 二 次 域 Q(V 7) 的 类 
数 为 1， 则 由 定理 3.2 可 知 虚 二 次 域 QCV -82 ) 的 类 数 h( 一 3p) 
满足 

4Jh(-3p) = v(tSV2) _ ey (tty?) 


-pysty P 
+ (28 hu(st/2), 
其 中 J=1, 2 或 3 使 Pol 方程 

x -py =4, e yEZ 
BEDEA et, 其 中 2; 为 实 二 次 域 @(w P) 的 全 正 基 本 单位; 
5=(-23 一 )( 后 者 是 Legendre 符 号 )。 

特别 p =5 mt, J =2, €=1, 以 及 

14+3,/5\_ 1+./5 \_,,/3+/6 

và) -u (2g aw (AY) =4 
5 h(-15) =2 吻合 。 

例 3 设 4 是 一 个 素数 , Hoy=3(m0d 4), m p=2¢+1 HH 


3 


6h(— p)h(-2p) =W(p./2), 
X EAO p 与 h(-2p) 分 别 为 虚 二 K (/-p) 5 Q 
(V - 2p) 的 类 数 。 
这 是 因为 在 定理 3.2 中 取 %= p=7(mod 8), 4=8, 可 有 


§ 3] FRE 47 BRR WP IRE 871 
127h(- p)h( -8p) =YV(pV 2) 


+ > "yy (™ a, (6.73) 


这 里 ( >) Legendre 符号 ,了 = 了 (7) 是 一 个 正 整 数 ， 它 使 Poll 广 
程 


æ? -8piy:=4 z, YEZ 
的 最小 解 为 (3+2V 2)7, 
1 2\\_ _ 2 te 一 
容易 证 明 T5( 2-(5)) 528I =9. HURA Sp? 的 二 
元 二 次 原型 类 群 的 阶 由 第 二 章 可 知 是 


1 2 
H (8p?) = 了 (2- (5) =2, 
OR SES ARCA (0? - 2 py, -2?4+2p'%y’}, HA 
WE GE AB 
(y (2x2) =W(p./2), m phm?-2, (6.74) 
SCRE HH (6.73) 与 (6.74 即 得 所 需 。 
例 4 设 有 理 素数 p=1(mod 8), 则 当 实 二 次 域 Q@(V P) 的 
类 数 为 工时 , HE rR OCS -2 ) 的 类 数 有 (一 p) 
BAC- p) =W(/4p), 
这 可 在 定理 3.3 中 取 &=4 d=p 而 得 到 。 
例 5 设 有 理 素 数 p = 5(mod 8), 则 当 实 二 次 域 QQ(V Pp) 的 
类 数 为 工时 , 虚 二 次 域 QCV 一 了 ) 的 类 数 1(- DP) WE 
-Dew sefe (YE) (LYE) 
这 里 5= 41-1, 视 pP=5 或 18 (mod 16) 而 定 ; E g RI 
Pell 方程 
æ — I6py = 4, x, YEZ 
RB) EW et, EH e WAN 7) 的 全 正 基本 单位 。 
这 也 可 由 定理 3.3 中 取 8&=4、 d= p mih, 
例 6 RAAKA p=1lCmod 8) 使 实 二 次 域 @(\ p) 的 类 数 
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为 1 则 虚 二 次 域 Q(M = 2p) HAE AC- 2p) WB 
12A( ~ 8p) = 2W(4,/ p) ~ 38 (QV p) 


(2)-v() 


例 6 与 例 7 可 由 定理 3.5 得 出 . 
例 7 设 有 理 素数 p= 5Gmod8) 使 实 二 次 域 Cv PP) 的 类 数 
为 1， 则 虚 二 次 域 @( -22) 的 类 数 A- 2p) HA 
12Jh( -2p) =2W(4./ p) - 3W(2 ./ p) 


+W oP). w (24VP 4 26, (a (15X2) 


e (TA e e AE) 


这 里 正 整数 了 使 sf 为 Pel 方程 
r’ — 64 py? = 4 
的 最 小 解 , e+ OCS 2) 的 全 正 基本 单位 。 
£ = +1, 如 2=21, 29(mod 32), 
E,=—1, gm p=5, 13(mod 32); 
£2 = +1, a p=5, 29(mod 82), 
Eo= —1, 如 p=13, 21 (mod 82), 


§4 $.Chowla 的 一 个 猜想 


寻找 类 数 工 的 实 二 次 域 这 个 问题 中 ， 一 个 最 典型 的 例子 是 对 
具有 形 如 4=4N:+1 Kw Haye Ka K=Q(/a), 讨论 其 
类 数 hx 等 于 工 的 可 能 性 , 其 中 六 是 一 个 正 整 数 。 容 易 验 证 ， 对 这 
种 形式 的 实 二 次 域 , 有 : 

hr = 二 yp N=I, 2, 3, 5, 7, 13, 也 即 相应 地 

d=5, 17, 37, 101, 197, 677, 

利用 Siegel-Tatuzawa 定理 可 以 证 明 , 至 多 还 可 能 再 有 一 个 类 

数 为 1 的 这 种 域 。 这 一 个 可 能 的 域 ， 我 们 称 为 例外 域 ， 对 此 ，5 
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Ohowla0o 给 出 了 下 面 的 猜想 。 

猜想 ($.Ohowla) 正好 存在 六 个 正 整数 六 , 使 判别 式 为 4 2+1 
HEZK K = Q(V4N7 IHRT I, 

根据 D.Goldfdd 的 意见 , 这 一 猜想 的 最 后 解决 有 束 于 椭 图 上 
线 方 面 的 进展 , 我 们 将 在 下 一 节 中 来 阐明 这 一 点 。 本 节 中 , 我 们 对 
S.Ohowla 的 这 一 猜想 作 一 些 探 讨 , 给 出 尽 可 能 多 的 线索 ， 最 后 还 
要 证 明 上 述 的 例外 域 的 判别 式 大 于 108-810 


4.1 一 些 有 关 结 果 


本 小 节 中 首先 列举 一 些 我 们 在 前 面 已 经 证 明 的 结果 ， 然 后 再 
证 明 另 一 些 。 因 域 的 判别 式 4=4N?+1 为 素数 时 , MOSCA) 
类 数 才 可 能 等 于 1， 所 以 可 以 具 讨 论 形 如 P=4N?+1 的 素数 2。 

定理 4.1 对 素数 p=4N?+1 (ERA N>, L-~UR 
QV PERAK L HERREN +e- Q<a<N) 均 为 素 
数 。 

附注 “Ankeny，Chowla 与 Hasse[ 引 最 初 只 证 明了 必要 条 件 
中 的 信 为 素数 的 结论 。 这 个 定理 是 我 们 “何在 1979 年 首先 证 明 
的 , 后 来 A.Mollin061， 瓦 .Yokoil 等 人 又 重复 了 这 一 工作 。 

定理 4.2 MRM p= +I ERRAND, 实 二 次 域 
QV 2) 的 类 数 为 工 的 充 要 条 件 是 mod 2 的 最 小 素数 二 次 剩余 是 
六 ,也 即 小 于 六 的 素数 均 在 @(wv 2 ) 中 惯性 。 

附注 S.Ohowla 与 Friedlandertl0 最 初 只 证 明了 必要 条 件 ， 
整个 定理 是 我 们 ‘外 首先 在 1980 年 证 明 的 ， 以 后 和 .Mollintm 又 
重复 了 这 一 工作 。 

”定理 4.3 设 素数 p=4N?+1 GERAN>) 使 实 二 次 域 
QV 2) 的 类 数 为 二 MEZ KRAV- 了) 的 类 数 h( 一 p) =2N 


+ 4(s*), 这 ayo 是 Kronecker 符号 ， 


上 述 三 个 定理 我 们 已 在 $2 中 给 出 它们 指证 明 。 定理 4.3 世 
可 由 83.6 的 例 5 得 出 。 不 妨 设 入 >3, 故人 为 奇数 。 这 时 例 5 中 
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的 p=4N?+1=5(mod 16), HH 
Bh(— p) =w (Jap) +w (SEVR) -y (Lee ), 
现今 V37，5+ 2 PES Pre nee we ER 
våp =/IGN?+4 = [4N, 2N, 8N); 


_1 Se OT 
[52L 252,147, 2 


A 3 9 9 9 2 ? 
l+vF. in N = 1(mod 4); 
-3 ; 7, N-13] |; N-3 
[E 1,7, J ? 2, 1, 1, 1, “|. 
i 如 N = 3 (mod 4), 
_ Wit... 2 Wags 
(As. 1,7, N, 2, 1, 1, 1, =|. 
B+ VD Tmo 
Bm 2, 1, 1, 1, A 1, 7, “eI, 
( tm NV = 3 (mod 4), 


于 是 有 W(V4p) = 6N， 以 及 | 
mu (EZE) u (HE) (E) 
_f-6, mN=1(mod4), — 

-| 6, i N = 8(mod 4), 


KIRAL- p) =2N +4 


( yo N =2, 3 时 ， 显 然 成 立 。 定 理 已 证 
明 。 


定理 4.4 如 素数 D=4V*+1( 正 整数 人 >3) 使 实 二 次 域 
Q( V2) 的 类 数 为 1 Ke = BIR QS 57) 的 类 数 NC-3D) A 
足 | 
gh(_ 38) “(ey ae w N = 1 mod 8), 
8N-10, 4) N=2(rod3), 


证 明 
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_ 由 .6 的 例 2, 可 得 
3、/ p 1 D 34../p 
8h(- 3p) -y (2252) _ ow (A+?) sw (24 J? ). 


moits/p, tle vp £84 V2 的 简单 连 分 数 展开 式 分 别 


ND BWI 
3N, 1, 1, Ao 5, 1, ZAD 1, 1 


3 
| 1 20-2) 2(N- 2) 


5 2N-) , 1, 1, 6N — -二 tm N= 1(mod3), 
| 3W， 了 7 +1, 5, 


1, 24-2) 4 1, 6N- 1], in N = 2(mod3), 

Atv 2 = po? 1, 5, SA2 +1, 5, 1, < 2) 
1,1, 6N-1, 1, AO}, tn N =2(mod3), 
zlty p [NL 5,1, - 1, 205 AED -1, 1, 5,20 =D 
1,1, 6N-1,1,1 a5) iI N = 1(mod3); 

Bt? - (Ae? 11,51, 2 20 2) 4, 1,6N -1, 1,1, 
20 =2) 4, 5, ECan) +1], N = 2 (mod3), 


= N-1 -一 
“3+ VP eee 1,5, 2@-D "4, 1, 6N-1,1, 


1, 2 D 5 28D a, a 


tw N = 1(meds), 
于 是 有 4 如 和 N= ‘lewd, 则 | 
CE) -u (5HE) aw (24/2) 
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+34/p \_yw(1+38V/9\_ 16N +20 
= (typ jaw (2282) = 3 
因此 得 到 定理 4.4, 
定理 4.5 如 素数 p=4N:+1 ( 正 整 数 妨 >2) 使 实 二 次 域 
Q( 7) 的 类 数 为 1 WEZA — 20) Hy g hl- 2p) W 
Æ 


h( 20) = 2(N +2), iy V =l, 3 (mod 8); 
(- 2 D Nas 7 (mod8) , 
ER N<UM SBME, FRN>11, 由 $3.6 例 7 有 


12h — 2p) = 20 (4B) -3Y 2V P) +W (VP 
-y (2x2) _ Qu (H2) + 2y (2+ 2) 
-av (5+ 4E) rw (1V3), 


有 关 的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 : 
4V p = [8N, N, 16N], 2V p = [4N, 2N, 8N], 


/p_[N-1 INi o WOT] 2+VD 
VPe[-5-, DaN- TL N1), Sty? 


m-i N-5 N-1 
| R > 5, 3, 4 » 1, 15, 4 | 
N-3 N-8 “W-3 
| 8 > 2, 3, 1, 1, 4 9 5, 3, 4 | 
liv? am N =3(mod 8); 
N-5 a.. VM-5 l.. N-54 
| 1, 2, 4,1, 4 > 2, 3,1, 1, 4 -| 
TN-7T . .. N-3 2 NoT 
[一 一 L, 15, a a 1,2 4, 1, 4 |, 


如 N= T (mod8), 
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vt 全 一 
[~ Th 
in W = (ned 8), 
N -8 N -3 N-3 
5, 2 3, 1 1 72], 
3+VP,) 如 N= 8 (mod8); 
16 -NWN-5 2,9,1,1, 2-512, 44255] 
| 一 一 9, ae 9m, | 
aN- Smad), 
N-7 ~~" N-7... N-8 
| 8 gy Sy Fy d 4 s Ls 9 4 |. 
ee 
N-1 . a N -5 
[g2 3,1,1, Ë 1,2,4,1, ra 
ty N = 1 (mod 8); 
rN-3 , , N- 一 3 
pe val ,1, 15, | 
b+ Pp _] ty N Sd), 
N-5 _ N-1 N -5 
| 一 一 1, 15, 4 2 5, 3, 4 ct 
N+1 72, -8 
a ° j E 
UN «70d 8), 
N — =? N -5 
[5,1 2,4,1, ,2,3,1,1, =y], 
-11 `| 一 ?3 N — 
(Aa 15, 221 241, 7%], 
att YP -1 in N= 7 
Z, 5, 3, yB 1, 15, , 27] 


可 N = 5 (mod 8); 
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-一 
[本 1 9 AE) 


如 N =7(@mo0d 8), 
条 是 
y (4./p) =15N, Y2 VP) =6N, TEA P)=-3N, 


w (sty 2) = ~15, +8, -3 15, RN =1, 3,5,7(mod8) 
而 XE: 

v (25g 2) =w (=A) = - (AR?) 

v (tN B)=3, ~15, 15, -3, łk N =1, 3, 5, 7(mod 8) 


而 定 ; 
T+ YD Tep 5t vp 
¥ (yg) -于 (一 天 人 全) -¥ (a). 
因此 有 
h(-2p) =2 N +2), 
其 中 W =1, 3(mod 8) atk + $; N =5, 7(mod 8) 时 取 - 号。 定理 
ve #, i 
定理 4.6 REN =L, 2, 3, 5,7, 13 这 六 种 情形 之 外 , 至 多 
还 可 能 再 存在 一 个 正 整 数 访 , 使 素数 D=4N2:+I 满 足 1(D) =l, 
REA) 表示 实 二 次 域 尺 =Q(V P) 的 类 数 。 并 且 这 个 可 能 的 
例外 域 的 判别 式 pd. 1x 108, 
证 明 及 的 基本 单位 是 ek =2N + MP， 由 类 数 公 式 可 知 有 
| -= VPL, © 
h(p) = Gog (2N + Jp) (6.75) 
这 里 x(*) = (2) Kronecker 符号 。 在 第 四 章 的 定理 1.3 中 取 


è = (6log10) -， 则 可 知 除去 至 多 可 能 有 一 个 例外 情况 以 外 , 有 
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Ld, x) >min( Teer ， =), 如 p>10°, (6.76) 


BAF p>4.1x 10°, i dy 6.75) 与 (6.76) 可 知 , 除去 至 多 
可 能 有 一 个 例外 情况 以 外 ,有 


VD. 0.125 14e 
MP)> aga sy MM top? pe) C 
易 见 : 
0.125./ p 0.125x /4.1 x10 


Cogn) dogip) ~ og Lx 10) x log dx 4. 1x 10) 
>1.0005>1, 如 p=4.1x 108, 
78 6 T GT 
p> 0 lox tela > 46， 

”如 wp 宇 4.1 x 105, 
由 此 及 (6.77) 即 知 ， 至 多 可 能 有 一 个 素数 p=4N?+1>4.1x 10° 
CEM H N> LOIS 时 即 可 成 立 )， 使 实 二 次 域 Q(VZ) 的 类 数 
h(p) =1, 

对 于 <4.1x106 的 素数 D=4N2+I( 相 当 于 正 整 数 X 二 
1012), 可 用 已 于 上 述 定理 4.14.5 中 证 明了 的 充 要 条 件 (或 者 下 
列 的 定理 4.7) 在 计算 机 上 验证 出 只 有 站 = 二 2 8, 5, 7，18 这 六 
种 情况 下 才 有 有 (Pp) =1, 定理 已 证 明 。 

定理 4.7 对 素数 P=4V:+( 为 正 整 数 )， 实 二 次 域 及 = 


Q( VP) 类 数 为 1 的 充 要 条 件 是 
Sow ~2-22) = NOMAD, (6.78) 
这 里 0(*) 是 * 的 正 因 子 的 和 。 


证 明 因为 (6.78) 的 左边 是 30&x( 一 1)。 故 由 本 章 定理 2.6 
的 (3) NSS. ERER, 
4.2 例 外 域 


本 小 节 致 力 于 证 明 下 列 的 定理 。 
定理 4.8 设 素 数 D=4N:+I(CN 是 正 整 数 ) 使 实 二 次 域 玉 = 
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Q( VD) 的 类 数 有 (7) =1, H. p>677, BK 48. Ohowla 猜想 的 
Gl Hp IR, WL A Ay p> 10-80 

证 明 ”首先 不 难 证 明 ， 对 上 述 形状 的 素数 P=4W?+1, DA 
%(p)>>14， 如 677<p<101。 以 下 设 素数 P=4N?+1>10M， 且 
有 有 (Pp) =， 我 们 来 证 明 p> 1033*i%m ”下 的 基本 单位 =2N + 


VP, 取 区 的 一 个 整理 想 U= [l @], o= disp , BQ 对 应 


的 二 元 二 次 型 是 (2, y) =z +ry -Ny an 113) 及 
h(p) =1, 可 知 有 


, 1 
26 (s)L(8, Xp) = eT Res >1, (6.79) 
这 里 | 
A =mo +n, M = m0’ +n, o- itv? ， 
af = 工 -六 人， m, nEZ, 
求 和 号 上 前 ““ ERKAM, n) = (0, 0) 的 项 ; 
Xz (*) = (+) 
为 Legendre 符号 。 | 
由 
1 \2 
r(4s) a 
2 _ ft dv 
re =| wee zyr» Res >0 (6.80) 


及 (6.79), 我 们 有 (Res >Í) 


(z DI dy 
E(s)L(s, Xp) 一 二 一 一 人 一 一 TG) ~ = 他， | er ras 
loge dv | 
-到 | tore Q,tm, ny? CBD 
这 里 | 
Qslm, n) = Mer +AMe-% = Aym? + Bumn + Cyn’, 


Å, =0?6? + we = (At? Vor C -之 2 ) 。 


9 
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B,= 2(@e* +w’e-*) = (1+ / p) e? + (1- / pje™, 
Ci,=e’+e", 
容易 算出 

Bi-4A,C,= —4p, 
因此 Q.(m, 中 是 一 个 判别 式 为 ~ 42 的 正定 的 实 系数 的 二 元 二 次 
型 。 由 此 及 (6.81) 有 


1 \2 
r| s ogs 
E(s)L(s, ME) afi an M,(s)dv, Res>1, (6.82) 
其 中 
Ms) = SL, Qm = Dm 0), 


= O00 <7 991, Th sp 0 ne 
(m,n)ae (0,1) 


(6.83) 
这 里 求 和 号 上 的 “表示 不 计 入 (xm， mn) = (0, 9) 的 那 一 项 。 
由 Euler 求 和 公式 ( 见 潘 承 洞 与 潘 承 及 著 《解析 数论 基础 ?) 有 
(Res >1) 


Mls) Te t À S elm, my 
6 (28) a+ 


dy 
Cr tor IE Oem, we 
+B BAGO ay, (8. 84) 


这 里 Bi(y = (y} -ay Æ Bernoulli 多 项 式 , 我 们 还 要 用 到 Ba(W) 
= {y}?— {y} + 于 XE (y) Æ y 的 小 数 部 分 。 我 们 有 


> Wr -二 0 一 全 一 人 
(6.85) 
在 计算 积分 时 , 用 了 变量 替换 凡 = 0B me, 用 这 一 变量 替换 


与 分 部 积分 法 , 可 得 
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+00 -s 
Pi (y) elr D dy 


=— +e ~ Bal) PAD” ay 
a | — 1 


ptim :8 十 
Cs+1 +00 d? (y? +I - 
ptim: 'g+1 Snr dy dy 
B 1 
(= v. -4 (ye +1)7* D ay ) 
es — dyt 
yam +a 


= at 一 8 2y 
| p'tzm?+1 w oe Het 


, £18(8 +D | yj 
+) we D+ (yj +1) 2 +) du: ) 
Os+1 1 
=— Ols (4+ s+ O, 各 Res> 5, (6.86) 


pt yms tl 


其 中 用 到 


Ya oo 8 


-a4 <8 

9 是 一 个 不 是 处 处 都 相同 但 其 绝对 值 总 是 小 于 等 于 1 的 复数 ， 
所 以 (6.84) 一 (6.86) 给 出 了 (6.84) 左 边 的 函数 在 Res> Z 

中 的 解析 开拓 ， 在 该 处 ， 该 函数 的 唯一 奇 点 是 3 =I。 并 且 苛 知 当 

= 二 +ia(a>0) 为 E(s) 的 零点 时 ,有 


O=2 ed + ones 072 do 
ogs 


G. +éa a) 
可 
3 
1. G 二 | \E(2+ 24a) flee aria 
+ of 9 rial( ay yy pitia ) im CO2 dv, 


(6.87) 
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我 们 有 
| O3 w= [TOE gv-2f 0,3 do 
-loge 一 oo logs 
i ¿å 2 
D -teya po 
= € 2 ) + 29| : 0,2 dv, 
1 © logs 
27 (3 tia) 


SKM ALT (6.80), 在 第 一 个 积分 作 殖 换 =arcsin moose 即 有 


fe C -i Fia dv = r(3 +y a) 
-logs © 2r tia) 


其 中 gy = aresin 5 再 用 


” “IV sing < 二 VS = 2? 
， = cosp 1= D Zp iN 90 vI- pr 
即 得 
1 4 2 
T(# ts a ) 
loge lpia 4-2 pee 
CO, 77T du = + = (6.88) 
| ar(~ | ia) /1- 
同 理 可 得 
logs 3 pija _ loge 3 _ — 2 do 
人 0.” 7 20) 0, de 7 4V 2 JH (sing)? 
8/2 pt 
— áp , 
= Oey =T (6.89) 


又 由 Riemann 5 函数 的 函数 方程 有 
T(ia)5(2ia) = 28 r(3 -ia E(L-2ia), (6.90) 
这 样 , 由 (6.87) 一 (6.90) 可 得 
1 a, . 
(2,)" . rz 一 34) €é(1- 2x4) 
á (于 + $i) €(14 224) 
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= 84/2 arai) tai) | 


[a at gt) | 
hayrli aE) ea 


0.45 


J| €(1 4 2at) | 
2 ol 


车 如 +ia(a>0) 是 6(s) 的 一 个 零点 。 


5(s) 在 上 半 平 面 上 的 虚 部 最 小 的 三 个 零点 St Joy(j=1, 2, 
3) 满 足 
14. 134725141 <a <14.134725142， 
21 9223389638 < a, < 21. 022039639, 
25. 010857 < a< 25.010859, 
我 们 不 难 算出 以 下 诸 式 ， 
1.948757, 加 7 了 =1， 
}€(1 +2a,2) | >| 0.830962, i 7= 2, 
0.544301347, tn j =8, 
1.4229, qm 7=1;, 
16(2+ 2%,%) | <} 0.9162, 如 了 = 2; 
0.7892 im 7 =8, 
—9.69387176, 如 7 了 =1， 
|- I5. 0036975, a j = 2; 
一 18.093048, 如 9 = 3, 


1 . a) 
| r(s +a,6)| = Gear gt eal 
| 5.708835 x 10-1， 如 了 =1， 


> | 1148149x 10-4 如 j=， 
2.1725892 x 10-", 如 了 =3. 


+ 3 ay . 
tog] r 工 + 多 < 


FT 函数 乘积 公式 有 
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| (zri | 1 | (zeg) | 
egg = ee) | 
这 样 , 日 (不 难 算出， 当 pS" 时 , 有 
EDE (3-4) E€(1- 22,4) 
r(4 + €(1+2a,4) 


245.257 p"*, 如 了 = 了 
= 0x1.2765.11p tn j= 2， 
5466.34p"*, 如 了 =3 
因此 当 p>6.4x 10% 时 , 有 
alog P= a, +222, + 00,10-1, j=1, 2, (6.93) 
其 中 21, ss 为 非 负 的 有 理 整 数 ; 6, =1.55, b= 17.39, 

a= r- dargr( 1 + St 24) - Sarg (1 + 24,6) (mod2n), 

Oa,<2x, j=1 2, (6.94) 


(6.92) 


2 T i 
4 eT (gtg 
4.04988908734575785 + 2. 1x 10-139， 如 7 了 = 1 

| 8.80040877886703  +2.1x 10-130, wy 5 =2, 


= arg€ (1+ 2ia,) 


0. 108452737083095 + 10-9, 如 j= 1, 
“15, 067 103865503910 + 10-16, iq 7=2, 


LR (6.94) 即 得 
ay _ e 55856364973733715 + 1.003 x 10-199， 如 j = L 


2z | 0.63243735562906 + 1.003 x 10-10, 如 j= 


由 此 , 并 从 (6.98) 中 消去 log -È a ENTS 
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ia tty, (6.95) 


其 中 
a= og (24 6, — a) = 0.19824313745544 + 1.76 x 10-1°0, 


— ~ f 2. -149 — -14 
=o; (= bı +b, ) x 10 8 = 3.135 x 10-146, 


这 里 用 到 


Sa = 1.487262008892890048 + 10-389, 
1 


再 用 
13. 583601172491450482=9 <2 +a +1.77 x 10-780, 
1 


与 (6.95) 相 减 , 即 有 
za- 14= 22. (e, ~ -9) -b +1.78 x 10-19, (6.96) 


b = 0.41639882751, 
由 p>6.4 x 10% 及 (6.93) 可 知 有 
2, >> 330, (6.97) 
By 
Po = 872629823, qa = 250547583 
即 知 po 与 B®, 以 及 


= 1.48726200389289005691... 


0 


由 (6.98) 即 知 有 


, (6.98) 


[2% | cao, 6.00 


æ; 

令 有 理 整 数 Q@ 与 R(0<BR< go) 使 
P ~9) = 042 
qo (v1— 9) Qt 


则 有 | 
Po (2; ~ 9) = R (modgo), ` (6 100) 
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m-Q-14=(%- 2) (zı -9) +- -b +1.78 x 10-9, 
Jo go 


a 
| (6.101; 
bgo = 104327698. 97672303233, (6.102) 
当 R= 104327699 时 , H (6.102) 即 知 
E -ol > 8.898 x 10-9, (6.103) 
0 


如 这 时 还 有 zi<199555305 Ay iz, 则 由 (6.99), (6.101) 和 (6.103; 


A læ — Q- 14! >8.898 x 10-? — (x; -9) 


«10-7 1.78 x 10-150, 
g EA e330, REA 
læa- Q-14|<(@1-9) x 10-1 + (1-b) +1.78 x 10- <1, 
这 两 个 不 等 式 与 2 一 @~14 是 有 理 整 数 了 矛盾 。 央 此 这 时 应 有 2 > 
193555305， 而 当 R= 104327699 p}, 用 (6.100) 可 得 
Po (xı -9) = 104327699(modg), 
FA | 
64794022 p, — 96365689, = 1 
即 得 
wi = 199555305 (mod 250547533), 
结合 (6.97) 即 a, 2-830, 28, fr,> 109555305, 
所 以 x12=199555305 总 是 成 立 的 , 因此 由 (6.93) 有 
,/ (0.5585 + 199555805)2x — 1.55 x 10-1 
pau exp( 94726 一 ) 
> 103.8x10 | 
以 上 证 明了 当 pS6.4 x10 时 , HA p> 103-8* 10", 
mA 5.8 x10*#<p<6.4x10%, ME 


1338<2,<829, z, = 2 oy +a@+y1, [yı] <0. 00010151, 
(6.104) 
-14= rage -9; -b +y, +1.78 x10718, (6.105; 
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4 p, = 409, noe, 则 | 
_ Pr 2 | < 1.0724 x 10-5, (6.106) 


ay 
令 有 理 整 数 Q, Ay Ea 
Pt (@,-9) = Qi+ Zt, 
WW dy (6. 104) — (6.106) 有 
|a.~14-—Q,] = a PL) (0 - 9) + Albay, +1.78 

x 10- 199) < 321 x 1.0724 x 10- 541- b +0.00019152< 1, 

Ba- a PANER a Maoh 从 而 
去 -二 = [人 L) æ- 9) +y, +1.78 x 10-19, 


因此 
lR,- bg] <275 x321x1.0724 x10-5 
+ 0. 00010152 x 275 = 0. 9720411, 
但 bg, = 114.50952560275, 所 以 我 们 有 
= 114 115, (6.107) 
再 由 
pı (xı — 9) = R, (modg,), 39p, — 58g, = 1, 
有 
aw, =9+439R, (mod 275) 。 (6.108) 
H (6.107) $ (6.108) 得 到 zı = 55 Bk 94 (mod 275) 3X 5 133< 
æ <329 FS, A 5.8 x 10%<p<6.4 10% 是 不 可 能 的 。 
aA 2x10%<p<5.8 x10", MA 95<¢,<1382, UE 


za = a zi +G+y2, [Y2] <0.008859, 
可 有 
a ~ 14- Q, = (和 全- - 21) a- + 
bye t1.78 x 10- 106, 
易 见 je:-14-Q]<1, i z:-14-Q =0, 从 而 可 得 
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|R- bg, | <2.7992393, 112<R,<117, 
所 以 
æ = 16, 55, 94, 133, 172, 252 (mod275), 
045 Jaanas 132 矛盾 , 因此 2x 10%< p<5.8x10 不 可 能 。 
如 有 108<p<2x10” lA 88<2,<94 及 


Lo = a v1+G+Yys, |y3|<0.015752397, 
可 有 
~14-Q,=(% _ 2 iy ~9) 4 1_5 
4 Q: (3 an) ) qı 
+yz +1.78 x 10-10, 
易 见 |a,-14--Q:) <1, he o,-14-Q,=0, Kitt 
[Ri — bg, |< 4.5887, 111<R,<119, 
与 此 相应 的 只 可 能 是 2 = 94, R,= 115, FE 
p>1.7787 x 101， 
用 
18.69345084<argT (+ + 2 i) <18.69345993, 


— 0. 956746798 < ergE (1+ 2231) < — 0.956631696(mod2z), 


ABR 7=3 AA Os 满足 
5 .67924001< a, < 5.67950658, 


以 及 由 此 而 得 到 的 下 列 等 式 
m= 2 maty, |y’|<0.0148, (6.109) 
其 中 
1.769461857L< a <1.7694619987, (6.110) 
0 0844603415 < a’ < 0.084478033, (6.111) 


对 一 个 实数 %, &<t> He 与 离 % 最 近 的 有 理 整数 的 路 离 ， 
Di HE Xi = 94, Eph (6. 109) 有 


<94% 4a > = <x- y’ >< 8.0145, 
1 
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但 由 (6.110) 与 (6.111) 有 <94 人 了 +o'>>0.4， 得 出 矛盾 。 这 证 
1 


明了 不 可 能 有 1J108<pD<2x101， 
如 有 10s< p<108, 则 有 77<z <87 及 


t= tat, ly] <0.049813451. 
用 与 上 相同 的 方法 , 可 以 证 明 只 有 z1=84 或 86。 这 时 应 有 
m= ata’ tyh, fyi |<9.06641, 
于 是 
<E ata >O. 06641, (6. 112; 
Hi (6.110) 45 (6. 111) 7 e = 84 R86 Mt, $ 
<3 vı +a > >0-2, 
X6. 12 FA. At 10% < p< 10 也 不 可 能 ， 
如 有 10M<p<105, WA 67 <2,<76, PR 
t= Fh a tat Ys, lys] <0.15752397, 
同 理 可 证 只 有 zl = 67 或 76。 这 时 再 用 
= a, +0! +y, [yz] < 0.237, 
与 上 同样 可 以 证 明 会 产生 一 对 矛盾 ， 
0.3< <a +0 > <O. 297, 


因此 WH<p< 10ts 也 不 可 能 . 
这 样 ， 我 们 就 完成 了 p>103*!m 的 证 明 。 定 理 证 毕 。 


$5 Goldfeld 定理 


本 节 中 ， 我 们 要 在 存在 一 条 具有 特殊 性 质 的 桶 贺 曲 线 且 的 倒 
设 下 ,来 证 明 可 以 得 到 关于 实 二 次 域 久 =Q(YVQ) 的 类 数 h(@) 的 
如 下 形式 的 有 效 估计 当 &> oi 时 , 有 


wi ` = — e — 和 一 
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1 1 
h(a) > c, Load 7 “exp — 2h g% (oglogd) *) 
loge ? 


这 里 g EM AHR BRR, d, e 分 别 是 下 的 判别 式 与 基本 单位 ; 
c1，Cs 是 仅 与 刀 有 关 的 可 计算 的 有 效 正常 数 AI GENET 
ERR, u =1, 2 如 下 决定 之 ; X(N) = (-D°, 这 里 


Xa (*) = ($) 
是 Kronecker 符号 , 而 当 4 5N 不 互 素 时 , 情况 要 复杂 一 些 。 这 就 
是 所 谓 的 Goldfeld 定理 。 
我 们 先 给 出 一 些 引 理 ,然后 再 证 明 Goldfeld 定理 。 


5.1 一 些 引 理 
引 理 5.1 uA, B, 0 为 实数 ，4>0, 440_B:-=4>0 则 
对 任意 的 实数 X> 0， 有 
det 28% 40, Ax x 
SO angge a VG A. 
这 里 和 以 后 出 现 的 9, P 均 为 实数 ,它们 满足 10]<1, 与 0<p<d 
且 不 一 定 都 相同 。 
证 明 SO) 即 为 满足 条 件 
(2Am +Bn)?+ 4n?<4Ay, (m,n) EZxZ* 
HEERA, m) 的 组 数 。 上 述 条 件 等 价 于 
— /4Ay— dni —-Bn<2Am< Vid% dn? - Ba, 
入 nez, 0<|n|<h=2/ 4%, 


KEA 
SW -4 D Vine LO ASL 


Jangi 


=V E Vn +200 


A O<nca 


= fv (3 A? p>) + 20A, — 
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以 入 的 值 代 入 , 即 得 引 理 。 
引 理 5.2 BK=Q(/d)H-TRENEIKM d AK 的 
判别 式 ，Ex(s) XK By Dedekind $ may, MZF s =o + it, o= 


Res > 3 ， 有 


r(2) 9 Hutiðn At -+ dp 
r (s) Cr (8) = eaa Al 5 ön (An) KJ 


aihe (E) 2) +20, 
(6.113) 


ROTT, > rnd (ay 


= [3,223 tva 


其 中 


和 


这 里 2(= [a ZOVA | 哆 过 下 的 理想 类 群 Gx 的 一 个 完全 代 
表 元 组 ,并且 满足 下 列 条 件 ， 


|b| <a<c, d=b?+4ac, a, b, cEZ, g.c.d. (a, b, c) =1, 


a= Fe ERRA 


a= [co， Gi, e, Gel, 
这 里 cl，…，Gx CI 为 基本 周期 ， 命 它 的 第 "个 完全 商 和 第 ”个 渐 近 
B BABE 
-Pat Vd Pa 
m=i VE 2 


H, = FFP ，2 是 长 的 基本 单 


k=1nt, M=1, Ho=- 2., 
当 时 ear 


ti. F k RAAH k3 时 ， 


Fi = Ti 
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T aE 
H, = ye gt_.+ y gh, -=) (I<n<k-b, 


4 ky Ren, M=k +1, H=- Hp, = wri 2 ， 


H,- X$ g+ V th -42 (1<n<k); 


At=Q,f p+ = )<8V a Oxn<M-1), 
\ 


-1 a, = | D22 Pai ,_ b- [xd 
00=1 ð, = poa Pe | a<n - 1), a 25 


证 明 S 2U PRK A, We 
Be BU = A) 
EBM BREA GHAEU ERM ERMC) 之 间 的 一 个 一 一 对 
M, A 54. 定义 同一 个 主 理想 当 且 仪 当 :=?AX:， 这 里 7 eU= 
{te"[nEeZ}, U 是 长 的 单位 群 ， 2 为 “ 的 基本 单位 。 这 样 4 的 
6 函数 


Erla) =N D, 


< 和 /7 T 


sy MW, 
N (21) =a, N= amt bird g 


9 


1 _2T (s) poe 


m 
——— 
一 


t dep 
[AA | rs) -~ (her + (A7) +670). 


AENID J -~ (Mor + (A) ee?)s 
Aw 


6x (s}A) = r(? 六 Nw: D [7 


r (s) log€ + 2lags dg 
= NOD © o 
ry) OO" rose a Feo 
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其 中 二 为 任 一 个 实数 , 再 作 变 量 替换 pr>logy， 即 有 


r( 豆 ) ? . gf oo 
5 £ 
tL _tg(s)= D > 
JONGA ruyay conse (000) 
(Am? + Bmn + Cn*) “2, | (6.114) 


这 里 B:- 440 = - 4d, 更 确切 些 , He 


1 _ 9. a! _ fie al" 
A=al p+ =), B=22( ap + =), co or ). 
我 们 考虑 Epstein zeta pq FH i 

Si (Am? + Brn +Cn*)“* =d “IE (e, s), Res>1, 
Cmn) 


六 里 ġġ Eisenstein 级 数 
E(z, s)=y" S- |m +n, Res>1 . 


Hl fh = 


(m, nye Os s0) 


其 中 
af bag? Sd 0 
a=atiy=—, p? r a tee 
易 见 有 
bj <a<,*, (6.115) 
a — 
当天 = 工时 ,a= lt = [ao a1 = 2 V+, 故 
a-1, b=0RMt1,d=a3+4, a, =2a) R 2a E€ = Po + Qo 
CEELEN ERNE 
a 
u pART TATS 时 , ce = -了 二 这 里 /是 。 AMT, 由 
‘ad —b 
€= Py_it dg-1 [Li 9 
即 知 有 
z a 
2& 一 y Qx-1 = Pu-1— Qn-1 vette e’ <0, 


§ 5) Goldfeld 定理 
gr-1~ %e-22= 9x32 1> : 1 y> 
/ da’ 
即 知 
va - (gr.1— G2) > 1> == -e/= ve dz-l 一 
于 是 有 


dz_2 <5 E<Qn1, W ka k>3, 


3 ARI, 由 ee’ = 1% 


一 


—. 


d 一 př 
z gx-1= €’ >0, 


BD 知 e>vt Vx-1 再 由 
.1 a 1 
Qr — Vee = Vk 2 = i> + 2 ty > asta 

即 知 

a — 

(wo 天 )>1> 三 =e=e- va 
MiS 
qr-1 < F< 3 it h 
命 


se (n> ” 


则 必 有 9%> 二 二 es 反之 ， 若 有 


n>1R H, <- g? 
vV d 


395 


(6.116) 
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则 必 有 9 一 二 < 分 别 考 虞 上 奇 或 惕 并 用 (6.116) 及 (6.117) 


即 可 知 有 Wo = M -二 这 里 的 M 已 在 引 理 中 定义 。 由 此 不 难 证 
明 , 引 理 中 定义 的 M, H, Oxn<M) 有 下 述 性 质 
a _ a. 4 eH 
Ja 5< m< <Hy< r e= Hy, (6.118) 
取 (6.114) 中 的 = -i M 


2 2 


-1 人 7- dy 
eye ROA Bay Sy, TEE OY. 


T 


(6.119 
tin=0, o=- <4, dy=1, 此 时 令 


#* 一 
2% = 2, 


可 见 , 当 Hise <H ido 时 , 有 


并 有 


xil<nx<M-2, & 
Hati -S do H? _! dg 
2 “rT — ” 
fa d E(z, s) 9 人 d ZTEQ, 3) (6.120) 
这 时 9 的 变化 范围 为 
1< H, <p<H;, 


Va P 的 相应 变化 范围 为 


所 以 y= 一 a 1l+q? 


On- SY LETH 
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因此 , 这 时 有 


i 2 
(Yn 1% — Pn_1) “十 CARUI = (guia — Pa-1— Qai x) 
， 1 t 
+ (M19)? < (Y? + y7)? + (y7)? = Sy, (6.121) 
这 里 用 到 下 面 显然 的 事实 
f 2 
~ “tage 87 t, |Qua-18 — Pui] <9n', Anel, 


F(z, 8) 在 模 变换 | 
z >z2*=M <z>, M= ( ” ° Jest), 
Pn } 一 Dau 


YY 
. CART T Pr- 1) + (%n—1y)* 


下 不 变 , 从 而 由 (6.121) 有 %*>> 证。 还 可 由 


xsd, CP 129: 
Yy a |Gn-1®— pa |? +]¢.. a — Pail? (6.122) 
FE PERE REAR @—> 9031, 0, = | fe Paat =L | 如 引 理 中 所 设 ， 则 


Gn- Ino 一 
H (6.122 即 知 有 


4 = 


y* = ~n d p 
0 gn 1% 一 Pil] go 1 — Ppa] girl 
=~Vd 9 ` 
‘9. (Lee (6.123) 
这 里 还 用 了 Q 的 定义 ( 见 第 一 章 ), 新 的 9 的 变化 范围 是 
H, On < P< Hnn. (6.124) 


因此 由 (6.120) (6.123) 4 (6. 124) pp 4 
Hara S a d Hnsiôn _ 2 
fa d? EG, of d TE ož, s) P, 1<n<M- 2, 


(6.125) 


这 里 
/ad d p 1 


za = an + ly*, y= Legizp MER, 
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y n=M-1, Sy e= Ay<Ay.y, ， 即 可 完全 如 前 所 


述 同 样 地 得 到 
e d E (e, i - i dt Bag, 8) de (6.126) 
Hy- p 9 


Huñu 


25,1 WE ISSM -2 By h Or E REE AE 
ee k=1, p1% (6.125) 1 (6.126) 即 得 


r(-3) , 
a Ox (8) = nen eve) =f, ¢ d ZE 2h, 8) 党， 
Í (6.127) 
其 中 
2% = ot + iyt, «vd p +1 ER, 


n= ge Lr 6? S 
由 (6.127) 不 难得 到 , 积分 中 的 
OP ECP, s)= $ (Atm? + BYmn+Cfn%)~, 
a 7 Cons (0+0) | 
其 中 实数 AS, BY, Ch 满足 
‘BY -44707 = -4d, AP = Q,( e+ =) SVI. 
Ay hy <A < + 为 正定 的 实 系 数 二 元 二 -次 型 ((43， z, C7)) 所 
能 表示 的 实数 的 全 体 , 而 7。 为 不 定 方程 。 
As = A*m rn M, NEZ, nÆ 
的 准确 解数 ， 易 见 Ay ay e 
由 引 理 5.1 可 得 | 
gd (zy，s) =20(28) (AP) + $ raz, 
| i | =] - 
2m ; 


D rares fy sown Sasi ar) 


4 dsf a QE: T ~= -Py ase =) ut? 
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上 式 的 最 后 一 个 积分 , 当 > QM, 是 正则 的 , 且 其 绝对 值 有 上 界 
4 s | F AY A*)o-! 
和 
2 l 


由 此 即 知 引 再 已 完全 得 证 。 
引 理 5.3 ar 


则 有 


X HL x(«) = (©) 8: Kronecker 符号. 
EB MK = QCA) PEAR UT LUM — 3 R 30 


af =u | 4， -< owe |, 其 中 U, A JERY 而 有 理 整 数 卫 满 
足 


Bi-dimod4A), -A<B<A, (6.128) 
Du N) sua, 于 是 
ex (8) _ = SY Ans, 


E28) 
HS 表示 对 一 切 满足 (6.128) 的 A, BORA, AULA 
Y, = È, *1. Oo (6.129) 


满足 (6.128) 的 以 4 为 判别 式 的 有 理 整 系数 二 元 二 次 原型 
((A, B, C)) ey" URE — eR 原 
Wa, -b. -0)), 这 里 有 理 整 数 0, b, cM 
|b] <a<e, d= 6b?+4ac, g.c.d.(a, b, ¢)=1, 
由 第 二 章 定理 1.3 的 证 明 过 程 可 知 有 
B+J/d ~b+ Jd 
2A 和， 


(6.130) 


i on 


b+ Ja 
2a 
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a= [co， Bry ttg ay], 
其 中 Qi, °, By 为 基本 周期 , & 5 的 第 7 个 完全 商 为 
a Pn Parva (n=0) 
3, 
对 满足 4< vd 的 正 整数 A, 存在 唯一 的 有 理 整 数 入 , 使 
24-B-Va_ -B+ Vd one 24-B+ Jd 6.131) 


— GA 2A 2A. ” 
TÆ h (6.130), (6.131) 可知 
_P+/d 
on ag .Q=A, P=2AN +B (6.132) 


WHEW, o~— IY” KEMER ELLE 1.9 


中 定义 的 集合 。 因 此 由 第 一 章 的 这 个 引 理 L., 即 知 , 存在 正 整 数 
n, 5 使 1<n<k, l<i<a,, 以 及 
上 =2Q -Pa +2(P, + Q)t -28,0, (6.133) 
Q= Qt HPna ~ PQ, (6.184) 
由 (6.132) 一 (6.134) 即 有 
A= Qrar t+ th — #Q., 
B=281(L-N) -Ppa 1-20-N)b 
+2Q,(1- (1-N) bet, 
l<n<hk, 1<t<a, 


Hi (6.128) 可 知 , 有 理 整 数 4, B, 0 满足 (已 设 A<J/d) 
| d= B: — 44C, IBI <A<Jd, | (6.136) 
因此 由 (6. mee 134) wy AA 
B-d_(P- (P-2NQ)?-d 
O>C= “oe 49 
(2-20-20 - 1)Q)?-d 
hi . 


(6.135) 


= (F-2Q)*- ~(N-1)(P~2Q)+(N-b2Q 


= -Q,- (N -1 (P-2Q) + (N-1):Q, (6.137) 
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其 中 用 到 
— 2Q = 21Q, ~ Paai, d= (P -2Q)*+4QQ,, (6.138) 
An R, FÆ h (6.137) 5 (6.138) 有 
-2Q0—- Va P-2Q+/d 
2Q 2Q i 
H (6.133), (6.134) 与 (6.138) 即 知 , 它 即 为 
— "20, <N -i< —_— — — r P, , (6. 139) 
to + Pp ay — b+. 一 2 
由 (6.139) 的 左边 的 不 等 式 即 知 立 三 二 。 


以 下 进一步 假定 4< 六 全、 我 们 来 证 明 =a, 
-工时 ,用 v4 +8 


<N-1< 


maa H>- OB <i, Mi /d +B<2A 


<4, Bm B<- » Ae |B: > Vit 3x |B) <A< [va $ 


FF DI t= Gng 
N>2 时 , 由 (6.189) 右 边 的 不 等 式 即 得 1= a, 
这 样 , 由 (6.135) 可 得 
A=Q,1, B=P,-2(N -1)Q,.1,1<n<k, (6.140) 
HH -A<B<A, MAN Hie FARE REZ A 


P, ; + Qu- aN = Engt -1 +1, (6.141) 


n-i s 
当 % 给 定之 后 , N 就 唯一 确定 了 。 


YY9 + (> 了 的 简单 连 分 数 展开 式 如 下 ， 


Vad +B = ~ a + P, -2N — 1) Qni 
2A i 2Qn-1 
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ava +2 nN +D Quim Pri 
nl 
一 lan -N +1, ney °°%5 Uy Bey Gets °8%, Gd, Ont} 
(6.142) 
， Ja 15 
再 由 d=Br+44|C|, |B)<A<™“, 可 知 有 -了 4<10C|。 FH 
由 第 一 章 引 理 1.3 前 的 寺 .38)， 即 知 应 该 有 
Gq) = 2(4,_1-N +1) +6, 6=0, +1, 
BD 45 | | 
Oy. = 2(N ~1)-6=2(N-1), 2N-1, 2N-3, (6.143) 
“YN=IM, walk (6.143) 即 知 只 可 能 a 1=1, jx 
时 , 再 用 (6.142) 即 得 


= (1, Cn-2，… Be, Aeris “°° Gt 1 <2, 


但 这 与 
VdtP, ~、 Va -2 
24, 1 9, Vd 
4 


矛盾 , BN S2, RHC 14D A P.> @-:。 所 以 证 明了 


Pa>Qa-ty Qo-i < ve (6.144) 
n, Pa Qa-1 H (6-140) 5 (6.14) 决定 。 


RZ, 由 满足 T<nchk, Qu- ‘<min (YË, P, ) Hy 7, Pa, 
Qi, 先 由 (6.141) kE N, 再 由 (6. 140) 决定 A, B, WEE 
[4 Bev ] 满足 6.128), H 4<% t d 


这 样 , HO. 129) 及 上 述 讨论 可 知 , 我 们 得 到 
k-11 


So 1, (6.145) 


Q@s<min (Vd Psa) 


_ Va . 
panet #4- [a INA] 
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这 里 由 = fa, -t+ Va VA | 跑 过 区 = ROT) 的 理想 类 群 Gx 的 


一 个 完全 代表 之 组 ， cet 
[o|<a<c, d= b’+4ac, a, b, cEZ, g.c.d.(a, b, c) =1, 
Dt Yd 


a= /9 具有 上 述 所 列 的 简单 连 分 数 展开 式 及 完全 商 。 
由 Qs= Qo 及 长 的 基本 单位 ( 见 第 一 章 、 第 二 章 有 关 结 果 ) 
e- ee te= Yao!> IT ets, 
Q3. :<min (Pa Yå 
可 得 , 
loge > log (2.5) > Lh (6.146) 


jel 


QO}. r<min (Ps. va 


因为 


这 样 ,由 (6.145) 与 (6.146) 即 得 
D < ge -ve O 
cnc Yi < Tog2.5 .2Jopg2.5 
这 里 是 及 = ava ) BAR 最 后 一 步 用 到 类 数 公式 ， 因此 引 理 
得 证 。 
引 理 5.4 对 0<10y <a, n 0<0c dh, 有 
D, von? <1d, x) (5. 26/7 yY -24 302V æ 0 
£28808? a). 
Kic) = | ee 人 -ou +i, (6.147) 
则 由 Mellin 变换 ( 见 参考 文献 [86]) 有 / 
| 2K(+.)= om { psp! (3 Jas, 如 2>0。 (6.148) 


一 让 bo 


a04 实 一 :次 域 的 Gauss 类 数 猜想 [35 6 
对 y<n<a¢ 与 0<10y<z， 有 


af 2(e4)) -mer men (00) 
(1-oxp(- 9 2 (ú+ 1)))> 0.8347exp( - (u+ a)? 
于 是 由 (6.147) 有 


2K (T) -2K ¢ ) > 8.8388] ‘exp( - GE a) a> 168 


(6. 149) 
这 里 用 到 


| exp( -u — u — Di du _ = Ky(2) 


= 5 aT (X F-?)>0. 113898 


Erh y= 0.57721566490... 2 Kuler % žr, Ko (X) 是 Bessel ag žr, 
Hy (6.148) 与 (6. 149) 可 得 
yon, < < ‘ont a r (HELa (w—y')ds, (6.150) 
把 引 理 5.2 用 到 这 里 , 再 对 所 涉及 的 积分 分 别 计算 如 下 ; 
PES fa (azia At TO) -yds ) E 


pE (od onl 
<25) loge! = = 4hloge = 2L (1, x) Vd, (8.151) 
其 中 用 到 
Se ee 
以 及 类 数 公式 ， 


T 5 M- ae. 
Jd dl n= Hyde 


(orf... ae (4 ) TOS (e aa) 


< #LG, x) (a Yo 1410-18 €(2- 26) 
SEZ) ~ag E44 BOCs 


§ 5] _ Goldfeld 定理 | 405 
十 oo 
:| [r(1—o +18) Jae 
< Sra, ye+4.76 LL, aid, (6.189 


其 中 的 过 程 如 下 : 首先 把 积分 限 移 到 Res = 1 - *(0<e< ip) 外 处 ， 
并 注意 到 在 s=1-6+ 计 处 ,有 


工 一 6 十 下 -8 

(CARY:-1| 一 
Peace |-|; |( & (+=) 
(1-6)?+¥,_,\4_ JS 1-6€,. 
<( Tg MitH a oN Ea 


9 


+o a; _f*"|__ r(8-6+i8) 
jra-ordle- f] -ss | 


<r (3-0 | 
TORDI COTA 


<1.1137 Joe. 9 


9 
62-28) .<(5 ) 
E440) Sga S, 
By 43 h (6.152), 


最 后 有 


| patie 
| 二 人 BCT (Cs) (or DEE 


<4, &(4) | 
二 元 405 +1)(1+ 45 EG, D 
af |r(L+i | VIFE dt <87.4L (1, xx. 
| (6. 153) 


这 里 的 过 程 如 下 : 先 把 积分 路 径 移 到 Res = 工 处 ， 再 利用 RH 
ACGIH 5.2) 和 AR <5Vd, 以 及 


『 十 oo -. ~- 
j__ITQ+iD! Visas 


(4+ it) ros 
=| “+i B+ ity dis ê, 
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A (6.151), (6.15241 (6.153), 并 用 (6.150) 53|% 5.2 
即 得 
S(y, oe Dn <2.68L(, x) (2v d 
TET 4a 4 4.70- lz1-202) ， 
从 而 可 得 
ri, + (i 


yanar 
— I — 
<L(1, x) (5.26./ dy 7? + 302V 2 + 286-1027? d’), 
即 得 引 理 。 


引 理 5.5 Re iV a <d<a, 10<y< 1 ava, 则 有 


Dn? = vava <11276(L(L, x) ey? 
Yanar 
7 +L, We logy)’, 
证 明 对 y<Vx， 有 
之 n -3 pa ms > vant) +2 3) n? Dl ViVa 


yanar lemin yena? Yanez Ll<amin 
Y , lemay m 


(6.154) 
由 引 理 5.3 与 引 理 5.4， 以 及 下 述 的 
Vm 1 " du 
Š, m 5 D, Miata <2, % =(1 +{" 学 )< (1 + logy)? 


可 知 |， 对 任意 的 "<0<0， 1, 有 


> <Ld, Oy! (807, 26V T +28./a sy 


yana? 
y 
和 (6,155) 
1 
Dn? D Um, = Dm D wm 
sanca pe m zenz a 


<L(1, x) 3! vam *(8.26Va(™)" *+302(2)* 
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1 
28 /a\r° 5. 26 | al 

tala) P)S ai Td Wy 

+L, D2? (L+ logy)? (802+ 2 y’), (6.156) 
取 
Jog10 
= -Iology < jor my>10, 
Wl py (6. 154) ~ (6. 156) BIS |B, 


引 理 5.6 3 10y<a<d, 10 <y<min (Ms 


» 10) 则 有 


>) 2 “2 = Vava X (LC, Wy “24.101, x) 08d D logy)’, 


Yarar 


SE" Di ATE N MET LAH SO E M. 
证 明 ”与 引 理 5.5 的 证 明 类 似 ， 只 要 注意 到 在 本 引 理 的 条 件 
下 ,有 
sZ <r aé < gridi < d5, 若 0 <ô <0 , 1, 
即 可 得 引 理 。 
引 理 5.7 设 访 6 为 一 个 给 定 的 正 整 数 , 再 设 I> exp(500N3), 
那么 当 工 (1, x» < oon” 时 , 有 
i {p 有理 索 数 | p< Cogd)*, x(p)* 一直] <2N loglogd 
以 及 
pat TT d+ p 7?) <exp(5./Nplogloga), 
. p<(logd)¥° 
这 里 Pp 跑 过 有 理 案 数 ，X(*) = ( 全) 是 Kronecker 符号 。 
证 明 iE 
P= (p ABBR p< Cogd)™, p-e 
我 们 先 来 证 明 P 的 元 素 个 数 | 多 | <2Nologlogd. 
命 由 为 小 于 等 于 (log 4) CN doglogd) ~! 的 最 小 正 整 数 ， 易 
W, 
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‘a 
log `g i 
Nologlogd `° 
首先 证 明 | 多 | <m, ml Pi>m WPPErAmtF RK 
Pis s Pms 它们 满足 ps < dogd)™, X( py) # -1, l<j<m, AE 
WB iy uF, Pirs °**> P43 FS ERY ue NERA l, nta bus fii lit 
“ee +l,<m. 则 有 
nt phe. ph < dogam VË, 
于 是 n=l, 从 而 有 


DS) v=>1+ ("| >» 1 
lenga- u=] \ ag j tatmtigcm 


Tis luL 


-14 3("\ (> oe > 


m>40, m> (6.157) 


因此 由 引 理 5.2 可 知 


Jad Ld, x) 
m< es Tors 1g( Dog 2.5 ) <M ologlogd, 


这 与 (6.157) 牙 盾 . 
这 就 证 明了 我 们 有 | 多 | <m， 对 多 中 的 任意 1 个 素数 Pi 
eee, Pi: 有 
nt py- pi < Cogd)* < Qog M F, 
Fives, 从 而 有 
之 vals Se) 2171 


nant 
1< 可 


由 此 及 引 理 5.2 即 得 
所 以 
logP = Slog(l+ p`?) <= pt bY 2 | gy 


<5./N \logiogd , 
这 里 用 到 :对 任 一 个 素数 集合 PF, WH 
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之 pici VZP, 
Pep 
这 是 不 难 证 明 的 。 
引 理 证 毕 。 


5.2 Goldfeld 定理 的 讨论 


本 章 的 后 面部 分 致力 于 下 述 定理 的 证 明 。 

定理 5.1(D. Goldqfeldt20) 设 下 =QCVvI) 是 一 个 判别 式 
为 4 的 实 二 次 域 .。 假定 存在 一 条 Weil MAMA 五 ， 它 的 秩 与 导 
FORA SN, 满足 弱 BSD 猜想 ， 即 它 的 卫 函 数 Lez(s) 在 s= 工 
处 有 一 个 g 阶 零点 。 再 设 g.c.d.(d, N)=1, Su=l1, 2h 


X(N) = (=D 所 决定 , 这 里 x(*) = (2) 3 Kronecker 符号 


那么 存在 两 个 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 Co Cn LAI GL. 
d BFK, 使 得 , 当 4> expexp(ciNg R, 有 

Ld, x)> -ANT , Clogd | "4 exp C zry gloglogd ) 

附注 (i) Goldfeld 定理 对 虚 二 次 域 也 成 立 ， 只 需 把 & 换 为 
域 判 别 式 的 绝对 值 。 由 于 对 虚 二 次 域 具 有 上 述 性 质 的 9Y 关 3 的 椭 
圆 曲线 已 经 具体 找到 , 因而 有 了 更 精密 的 GG20 定 理 ( 见 第 5 BE), 
所 以 我 们 在 此 只 讨论 实 二 次 域 的 情况 。 

(2) 由 定理 3.1 的 结论 可 见 , 要 使 它 真正 有 效 , g 至 少 大 于 等 
于 4。 但 现在 对 找到 这 种 性 质 的 椭圆 曲线 还 无 能 为 力 ， 所 以 定理 
5 .1 还 不 能 发 挥 实际 的 作用 。 

(3) 在 g.c.4.(d, NI > 工 的 情况 下 , 定理 5.1 仍然 成 立 , 只 是 
REX (-N) = (一 "7+ 将 由 更 为 复杂 的 条 件 所 替代 ， 这 可 参考 
第 五 章 的 有 关 的 叙述 以 及 有 关 的 参考 文献 , 为 了 证 明 的 简便 起 见 ， 
不 再 叙述 了 。 

定理 5.1 的 证 明 , 基本 上 采用 D.Goldfeld 的 原始 证 明 ， 这 是 
为 了 与 GG20O 定理 的 证 明 加 以 比较 。 

我 们 要 来 证 明 比 定理 5.1 更 强 些 的 下 列 的 定理 5.2. 


410 实 二 次 域 的 Gauss 类 数 蒲 想 ELE. 
定理 5 2 在 定理 芋 的 条 件 下 , 我 们 有 


g oN (logd) o-r! Leo?) 
LA, > Faber AL, +P) ， 


p<(logd je? 
这 里 卫 表 有 理 素 数 , “ 少 ? 所 含 正 常数 是 一 个 与 9 人 .ad 均 无 关 的 可 
以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 ， 
附注 ” (4) 对 素数 4=4n2+1(n WIERD, in K =Q(V 4a) 
的 类 数 为 I， WE MNF a 的 素数 了 均 有 Xx(p) = -1, HAR 
充分 大 的 & (只 要 满足 定理 5. 工 的 条 件 )， 定 吾 5.2 结论 中 的 右边 
乘积 为 1。 因 此 只 要 假定 存在 一 条 Weil RA eH, 其 秩 g 为 
4, 其 导 子 为 一 个 素数 仿 ， 并 且 它 还 满足 弱 BOD 猜想 , ME OR 
上 Le(s) 在 $= 处 有 一 个 4 WBA, 4 4 充分 大 时 (这 个 界 只 依赖 
FON 且 可 有 效 地 计算 ), v=1, 
N- 2 
Ld, D> ER T 
>t SAE HS ON AIK, 且 是 可 以 有 效 地 计算 的 
绝对 正常 数 。 这 样 用 类 数 公式 | 
2hloge = Vd L(1, x), e=2n+V 4d, 


即 可 得 出 
logd 
Toglogayt S7 
“ 必 ? 所 含 正 常数 是 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 ， 因 此 存在 一 个 
绝对 正常 数 “ 使 
d<exp(N*), 
所 以 结合 84 的 结果 ， 即 知 S.Chowla 猜想 可 以 由 此 基本 上 解决 


5.3 Goldfeld 定理 的 证 明 (一 ) 


Goldfeld 定理 的 证 明 与 GGZO SAKEA KEER 的 ， 
所 以 我 们 往往 用 第 五 章 的 有 关 结 果 而 不 一 一 加 以 说 明 ， 因 此 请 读 
者 参考 那里 的 有 关内 容 。 

对 所 给 的 Weil 曲线 E, tay Lm a 


§ 5) Goldfeld 定理 
Lp(s) = Tran- = Il (1-a,p~*)7! 
fi=i P 


II (1-a,p7"*)-1(1-a,p?"*)-1, Res > t, 
其 中 Cr KEHE X, IEA a, =l, 以 及 | 
dy =0, 如 p?|N3a,= 41, 如 vin; 
lap] =1, 如 ptNs la| < V nT), nEN, 
其 中 tr(m) Jen 的 正 因 子 的 个 数 。 
Lz (8s) 的 Xx-twist 
Lg(s, x) =D axan, Res> >, 


Ee (8) ŽENE (2x) T (s)Le(8) 与 és(s, 2) 
Sf (EN) $ Qn) “T (8) La(s, 0, 
均 可 解析 开拓 为 的 整 函数 , 且 满足 函数 方程 
Er(s) = WeéE (2 一 s) ’ WE = +1, 
En(8, X) = We,x52(2—8, X), wex =X(— N) ewe, 


411 
(6.158) 


| (6.159) 


(6.160) 


(6. 161) 


(6.162) 
(6.163) 


注意 , RINK g.c.d.d, N)=1, $A) X Liouville 函数 , Bp 


MG = 1 ECEE 是 


= S S — ml-sy -1 
£(s) =Le(5) (g *) I a-p, 
其 中 | 
Lg (s, A) = Pla A (nn, Res> 5, | 
bu 
L(s) = I} (L+ pi") -1 ain-?, Res>2, 
并 且 函 数 / 


| A(s) set N! (2x) T (8) x “tp (50) 


可 以 解析 开拓 为 $ 的 整 函数 , 同时 满足 函数 方程 
A(8-8) =A(s), 


(6.164) 


(6.165) 


(6.166 


(6.167) 


(6. 168) 
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还 有 


‘A (2) =N jl IF (© [2dr Adz| >0, (6.169) 
DN) 
这 里 
f(t) = > ag" (g = eit, Imr> O (€. 170) 


ER TN) 的 权 为 2 的 尖 点 形式 , DN) BEEP Be 
a 
To(N) = ( 。 a ) EBT2(2) 


下 的 基 域 注意 了 (中 的 Fourier 系数 与 荆 级 数 La(s) 的 系数 是 相 
同 的 , 这 些 a, 满足 (6.159), a, LEARAER Lal, 
&t=atly, s, YER。 则 由 (6.169) 有 
A@= w ff Fe Set =N || ro Se, 


DN) D.I) 


c =0 (mod) | 


(6.171) 
这 里 Do(1) BEE EA WE To(1) 下 的 基 域 。 


Do -{eriyeH|~ 5 -1 <a< > a+ y'> L] 


ufe |z 


>{z+iye H| - 2 <e<o, y>11. 
因此 , 由 (6. 17D 即 得 
1 
>N f(| FOl) 
FUA 


z 
=N Ð mn | emiim-n sdg 
-7 


- <9 < af 


oa 


“ja 


eee (mtn)y dy =N af eT tany dy 
y` > | y 


> -ix dy N ; e~t vdy = —— 
>N | e "Haghe dy = 16x ON, 
故 得 
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A(2)>6x10"°-N, | (6.172) 
fir 
Ws) =Lg(s) Lge(s, 4), G(s) =Le(s, Oy Le(s, A)! 

. (6.173) 


则 由 定义 与 (6.159), 不 难 证 明 


& 一 
W(s)«E(2s-1)*, G Ge ( ce 2) (6.174) 


这 里 “ 必 的 定义 与 上 述 事实 的 证 明 , 见 第 五 章 。 
由 (6. 173) 45 (6.174) 可 得 


p(s) Le(s+ 5) Le (s + 本， x JK ERs)? Cx(s) ¥ 


G1 2s) 
6.175) 
ya 
p(s) = >, n~, Re >t, (6.176) 
则 由 定义 及 (6 175) 有 no 
[bl OB rm vy, (6.177) 
tre 
Ex’ Ss) 之 
293) = = . Re s>1, 
TO 是 wm 的 正 因 子 的 个 数 。 
命 , . 
F(s) =&e(8)Ee(8, x) = WT (8) Le(8)Le(s, x), 
N , 
m=, (6.178) 
F(s) Æ s 的 一 个 整 函数 , A 数 方程 
F(2-s) =x(-N)F(s), (6.179) 


这 些 事实 是 (6.161) 一 (6.163) 的 推论 . | 
Qk=g-u, WAl+x(-N) (-1 “=2， 这 里 9 EEH 
秩 . 且 也 是 Le(s) fe 3S= 工 处 零点 的 阶 ， 这 是 因为 我 们 已 假定 及 满 
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足 弱 BSD 猜想 ， 进 一 步 假定 * 大 于 等 于 3， 这 是 因为 我 们 有 显然 
估计 
VÄL, X) >% lgd. 
设 $=0+it, O<Res=o<1, 
出 函数 方程 (6.179) 可 知 积分 
1 2+ jn 3 dz 
Dat lew P(g 8t? Se 
X(— N) 2+ joe 1 dz 
— 2xi |. iC ts- -2) F 2 


ma +8) 42 Hopi ps j2 


=1(-N)F ($ +s) - xn (+ ， 


(6.180) 
这 里 对 FCs) 的 阶 的 估计 是 为 移动 积分 路 径 所 必须 的 ， 这 可 同 第 
五 章 一 样 得 到 , 在 此 我 们 不 再 袭 述 了 。 册 (6.180) 可 得 


(zts) ar, (+ 
20 (nF (g-8+2)™, 
再 用 (6.178) , (6.175) 与 (6.176; 即 得 
P(g +8)= VHD a oat 
Sooners 
onvas (A d 
jez r(g ste) @) > 
由 Mellin 变换 , 即 得 | 
P(g) AEE Ty 


—m 
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(y -T4 x(- N) (Aue 六 > ed duz, 
由 此 n Al 


ae FS +8) 


,=2M aa | ” 
37 Vn umd as argy 
(tog Mette e- “a-aduduz, (6.181) 


由 了 (8) 的 定义 (6.178) 即 知 它 在 s= 上 处 有 一 个 阶 大 于 等 于 
gE. M8<k=g-u<g-1, 所 以 (6.18) 的 左边 为 0. A 


此 有 
0= vi ee ( og Mite)", 6-m -ud duty 
_ §/k M (joo HM sa 
ka Hac Utog EY Thir) (6.182 
其 中 ,对 4>0, 有 | 


I (æ) Hin | _ (log (vu) )*e-"“*duiyuy, (6.133: 
不 难 证 明 下 列 抑 估计 


25+101 , 如 20, 
|I,(2) | <| oti 4 Di doga e, v3 (6.184. 
E (6.182) HAW A: 
0 = SA+ BS) = zi+z (6.185: 
中 A= M((8+2h)logM)?, (6.186, 
WA | 
Xy= 一 全 2。 (6.187) 


5.4 Goldfeld 定理 的 证 明 (二 ) 


引 理 5.8 设 4>exp“500g;), WA 
[Z|<1, 


证 明 py (6.175) WT mos) KEC), KM bal <3 V 3m, 


s16 实 一 次 域 的 Gauss 类 数 清 想 (SOR 
这 样 (注意 13) 由 (6.182) 一 (6.186) 可 得 
k~r 
|D!) <3 VEM È "| SVR (or) 


y no A 


<3V 8M > (o+1 r/ pn ans -VS 


n> A 


SIV anej / u (logu, že -Vudu 


<t, 443M F x?(logr)*e" *da, (6.188) 


WH y= (4t+k)logM, He yo>2 2+h), AAR RS, 可 以 得 出 
| ~ aoga) *e-*dv < logy) *e-" 
Vo 
aan a? (loga)*e" *da<2y) (logyo) "e, 


Ve 


出 此 以 及 
g 宇 和 宇 3， M> — 3), 
再 用 (46 138) BI 
| [Zl <1. 
引 理 证 持 。 
命 


G(s+ 2 )= Sgn A(s+4, x = 之 gan™*, (6.189) 
UPAR AE x(p)*-1, H pe<é yea pv’ 的 

eR, (6.174), 有 
v (s + FKE), G(s + a« ox(s) V (6.190) 


ost) e 
由 (6.190) 可 知 ,对 0< <4 有 en) 
G(s+5. A (s+5)=@(s En A, \w(s+5) 
+ Sens, (6.191) 


Jun) 


这 里 , 对 A, Cn = 0, 除非 
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n=mk?,m|P A), A;xm<A, (6.192) 


而 在 后 一 种 情况 下 , 有 
lens SY zk) PA YY ms in 38 (6. 192), (6.193) 


n=m: i 


我 们 来 证 明 下 面 的 引 am. 
引 理 5.9 设 4>exp(500g’;)。 如 有 Ltl, x) <d? (logd)" t, 
则 


TN 
E= gg (wr(s+3) G(s+5 o Te (sts) 
+ O(g*NL(A, x) M ioglog Ff), 
XH U = Clogd)**, D fy (6.185) Br eM, O 所 含 的 正常 数 是 与 g、 
k N dM 均 无 关 的 且 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 。 
证 明 用 上 面 引 理 的 证 明 方 法 , 不 难 证 明 
z=T(G (s+ 7 A))+0(), (6.194) 
这 里 o 1 这 一 项 的 绝对 值 小 于 等 于 1， 而 对 任 一 淫 MACS), 
义 
T(H(s)) set 4 ae (ocd, M "Mer (stz+ 5) 
H(s +2)W(s +145) Fey (6.195) 


这 里 还 假定 H(s) 是 在 Res =o>2 中 解析 的 函数 ， 并 满足 
|F(8) | <c] 8] + 2)°, 


其 中 ca, cs 是 两 个 固定 的 正常 数 。 
由 (6.191) 即 知 , (6. 9 和 可 进一步 改 为 
= 人.G(s， 4D) +X +01), (6.196) 
fk M\*-2 n 
E; = >( ov M (log = I Ase) (6.197) 
注意 , 这 里 已 把 所 有 "> 4 的 各 项 的 贡献 计 入 O- 常 数 项 ， 而 后 者 
的 绝对 值 小 于 等 于 L. 
Bh 


= M dogM)~-%e, Ag=M((k+6)loglogM)?2, (6.198) 


418 实 二 次 域 的 Gauss 类 数 猜想 [第 4 章 
由 (6 192) 41,n<.A; 时 ,cs =0。 故 由 (6.197), 有 
zis 31(" Yc X aca? +t. (6:199) 


Filia tf HRA 
- Dis + 2. x = (b+6 -4 
S <2*2(k+D) Vil (log 分) QogH) -m5 Jenin, 
(6.200) 
wh FA (6.198), TŒ) < V8h, M3 5.5 可 知 , 对 任意 的 10<y 


<M fb As, 有 


D loal? _ Zak > mE D) ym 


dosna ,4 <im< Ak? t<a]m 
« ad, X) Ay? + LL, x) A? ) (logy), 
取 
y= Lil, x)2*A<(logd) 2" Dd 1M((8 + 2k)logM)? 
< (B+ 29) (log M)*s, 
即 得 
a, lala Kg" dog(gN)) TL, 2) VM ogM) 
(loglogM)°, 
这 里 冬 所 售 正 常数 是 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 ， AERA 
(6.290), B48 
| SK g's (logN )3L(1, DM , (6.291) 
这 里 “< ”所 含 正 常数 是 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 。 
对 51, 用 信 计 (8.184) 的 第 一 式 可 得 / 
S|,<2*+2k! (log = 一 - JM D les jn (6.2]2) 


& 10<y<min (A, vt), 则 由 (6.193) 及 引 理 5.5, 有 
5 lejn F< I rik D m E D Vve 


dicas a§ n< 4t diam< Ay 
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» KLA, WAY E+L, x) 42) (logy), 
现 取 
y= L(A, DAE -gnr (9 + 6)*logM )*s, 


即 有 
之 | [n72 Kg dog (NEC, x) VM (loglog at \* 


代入 (6 202), BLA 
SKg“ (log N) L(L, x) M doglopM)***, 
因此 把 51 的 这 一 估计 与 (6.201) 代 入 (6.199)， 再 用 (6 196), 即 


让 
51=7 (G (s+3 +5, A,)) 


+O(gis (ogN)L1, x) M(loglogM)*+4), (6.203) 
0- 所 含 正 常数 是 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 , 它 与 9.X、N、d、 
HER. | 
记 
a(o}, 4)=0 (1+ 0) +60, U= Cond™ 
(6.204) 
g(s) 可 展开 为 一 个 Dirichlet 级 数 ， 其 第 ”项 系数 的 绝对 值 不 超 
> vv, 


Ll<ujn ‘ae 


因此 , 由 引 理 5.6 可 知 , 在 Res=o= > +0(0>0) E A 


IDIS, =, n “FS ye 


lajn 
« (LCL, x) 24,072 +L(1, yA SAT) (logU)$ 
“KN (logd)- 20-2 (log) -89, 
因此 用 
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|v (s+ >) | <6@?<(55 2 1)， Res =0> 1, 
以 及 Qauchy 定理 (以 下 的 Co 是 一 个 中 心 在 s = 工 处 半径 为 
6(0<6< 了 了 ) 的 圆周 ) 可 得 


28 +190 


TOO) = ol: | (s -2) (oui i 
Meer (24 S+ z) "oo: 十 和 十 - x) da Z js 
«hy gN- M 2+ (logd)-:s 
注意 上 面 已 把 内 积分 的 路 径 移 至 Rez = 20, 所 以 
z +d6<Re(s+d)< x +838, ts ECo, 
Hy ô= ((logd)logN)—}, 即 可 有 
T(g(s)) K gN M 2 (logd)-*, 
Hy J Be (6. 204) ae 203) 即 知 , 我 们 已 证 明了 
r,=T (G (s+ + ,U)) +O(g**NL(1, x) M (loglogM)**4) , 
(6.205) 


这 里 0- 所 含 的 正常 数 是 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 ， 它 与 g、 
k N. d,M 均 无 关 。 


下 面 来 计算 T(G (s+ go ,0)). 31 5.9 册 下 列 断 言 得 出 。 


这 里 | 5| <1, 
断言 的 证 明令 C。 为 中 心 在 := 5 处 ,半径 为 了 6>0 的 加 
FA, 其 中 6 充分 小 , 待定 。 由 Cauchy 定理 知 


$5) Goldfeld 定理 431 
T(@(s+5, U) = oif, (8-5) "i 
(fi wer (esed) 
G(s +2+ PD ACELD x) as, (6.206) 


上 元 的 内 积分 可 由 在 ?= 0 处 的 残 数 及 另 一 个 路 径 的 积分 得 出 , 其 
H yR Fe 


R= 4 (mr(s+- z) (s+, DU)w (s+ 5 Mev 


确切 地 说 , 有 (6.277) 

r(e (s+ 3. 0))=Re BLP (4) Soca 

(6. 208) 
这 里 
1 ice 1 iy 8~iX lig 
os No EZ 
Joa] 

其 中 对 是 一 个 充分 大 的 正 数 , 待定 。 


易 知 , 4 Res=a>0, t=Ims 时 , 有 


| ci ? 
KOENE TEAN "| (6.239) 
TE 


又 当 > 时 有 
lel s +2+ p 0)|<, =,, = Vas ,< Moga) 49, 
(6.210) 
由 ws + 3) Kt (23)? 可 得 
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Cs . C5 3 。 
| MM isp eT <° < T’ l| >1, 


1 
w (s+) | 3 
(27— 1):? mgs 9 | (sS > 
(6. 211) 
这 里 cs、c6 与 “人 ”所 含 正常 数 均 为 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 
数 。 
由 (6.239) 一 (6.211) 可 得 
Ji JKNS doga)” ME ttez, (6,212) 
取 
C 工 
b= TogX <a 
使 
， C 
Re‘2s + 22) > 工 一 T6023X SECs, 
这 里 61 为 一 个 可 以 有 效 计算 的 正常 数 , EAS X BRK, 
这 样 , 可 有 
J3, J KN (logd) 49M Yo-x (6.213) 
又 不 难 证 了 明 
J XN (logd) ss M ZT 9-3, (6.214) 


以 有 效 地 计算 的 绝对 常数 , 而 令 

x = csgNlogM, 

BN ay 3) oo 1 Oo 

|z (@(s +5, U))-B |<vit. 
这 样 就 证 明了 断言 , 也 就 证 明了 我 们 的 引 理 。 


5.5 Goldfeld 定理 的 证 明 (三 ) / 


本 小 节 中 , 我 们 要 最 后 证 明定 理 5.2. 
首先 不 妨 设 


外 
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L, x) <d dogh", 
由 96.3 py (6.173) , (6.164) 4u (6.167), 有 
w (s+1 J- (Qr2N~2)25+14 (2s +5) a-2)-4, 
T2s + IT (s+ 2s) PiN 
特别 有 
1\_ 3A 24 (9 aD- 工 
y (s+ 5) = 82° AQ) Tap) (8-5) 
1]: 1 
. +0(|s-5| )， Ss”. | 
Ei A(2)>6 x 10-8 (aN (6.172)), 所 以 w (s+ 3) Es= 5 A 
有 一 个 一 阶 零 点 , 且 有 / 
W’ (1) = 83N- 2, JI d- p757 >10-5N=1, (6.215) 
由 (6.187)、 引 理 5.8 与 引 理 5.9， 即 知 ， 当 d >exp(500g°) 
时 , 有 | | 
d* fay, 
A OEN 
«Kg NL, xy M Seplogty 4, (6.2.6) 


这 里 * 余 ?所 含 正 常数 为 可 以 有 效 计算 的 绝对 正常 数 ， 与 9 N 
d,M 均 无 关 , 以 下 如 无 特殊 声明 , 都 约定 是 这 样 的 。 


名 五 记 (6.316 的 左边 , 则 由 本 小 节 开头 二 可 (= 十 pa, 


W AA 
H =k./M (logM)*4 1, yyw (dy 


+ VM S| F) dogmy E 
t=2 D | 


. (r(s rg) @(s+5, Vw (s +5)) r (6.217) 


又 对 2xosk, Æ 


d(T (sta) (e+ 到 了) 和 (e+ 
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alea Ea) 


corm 


-由 Oauchy 定理 有 


. (6.218) 
"F 


- S | (1-2) G(s+a. Vas 
| -3| =4 
a (s+ 3V )| <en Al ad- p Da, 


plori yo 


| s-z =7 
这 里 用 了 (6.190) 的 第 二 式 , 由 此 可 得 
“G8 + 1 7) <exp(100g# (loglogd) *), (6.219) 
“dst 9g” )< P g Og g > . 


最 后 的 这 个 不 等 式 , 可 以 仿照 引 理 5.7 的 证 明 方 法 而 得 到 , 我 们 特 
别 指出 ， 那 里 已 证 明 至 多 有 [2gloglogq] 个 小 于 (ogd)” 的 素数 Pp 
满足 x(2) = 一 工 。 

同样 也 有 


Aa 
= aLr | (6-2) Pst a) Y (2+2) 


ar i "8 
<8'ly | maz | r(s +5) Y (s + 2 )| 8h, (6.22) 
sy] =g 
LEHT (6.211 以 及 函数 的 性 质 。 
因此 由 (6 217) ~ (6.220) ay 
H =k JH dogM)*@(1, Vyw' (1) 
+ O(g% V/M (logM) *-?exp (100g* (loglogd) $), (6.221) 
这 里 O- PIER RED URAHARA ERR ECA hg, d, 
N.M HER, 
我 们 需要 下 ARS, 
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引 理 5.10 G(1, U)» oll, (l+ p27, 


区 (二 op 
这 里 “ 祖 " 所 含 正常 数 是 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 ， 它 与 及 小 
Nd, M 均 无 关 。 


证 明 P(s+5,0)HG(s+)) 的 由 小 于 等 于 可 的 素数 
Dp 所 确定 的 部 分 Euler 乘积 ,那么 有 
G (s+ U)-P(s+5, 0)-R(s4 z U). (6.222) 
由 G(s) 的 定义 (6.173) 有 


Pl1 U> H (14 p?)-4, (6. 223) 
XD m1 
今 pet 
Aly = {l<neZ | # x p|n> p<}, (6,224) 
则 有 
R(s+5,0 U) = > Grr *, 
ne Mu 
这 里 用 了 定义 (6.189) 。 
这 样 就 有 
R1, DIS 2, =| In| Ty ~ gajn? = Ri +R, 
人 a 


(6.225) 
Hy (8.190) 的 第 二 式 可 得 


=l — 
RiU D v)? KUTE Cdogd)% = (logd)-%, (6.226) 
lena Yi 


这 里 用 到 了 引 理 5.3. 
Hik Ra 我们 指出 


Rs < lim >, PAL) (1- 2j- va \gn|n#(1- 4"), 


"le 


nERT 


由 此 及 下 列 容 易 证 明 的 事实 
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R (s+ rE, U)«Pi(s +o ve N I a-p), 
I 
可 得 


(45) 
R,<lim 5 a Pj (1 +2, D) hae 


« lim P,( 5 5 ， U) t+) Kd *(logd)*#, (6.227) 
这 里 用 到 


A < ~ dogd)*=1, 
这 可 在 引 理 5.7 的 证 明 过 程 中 得 到 。 
于 是 , 由 (6.222) 一 (6.227) 得 到 


(ad, DI> TT +p #) + OC dogdy-*), 
paU 


但 由 引 理 5.7 已 知 上 式 的 右边 的 乘积 大 于 exp( -20、9loglogd) , 
所 以 这 就 证 明了 引 理 5.10， 

由 (6.215) 和 (6.221;， 以 及 引 理 5.10, 可 得 

Hyk MQogM) N- JE (rtp?) 


(p) =} 
P<( toed se 


_ cog / M (logM)*-*exp(100(gloglogd)*),  {6.228) 
这 里 * 沪 ”所 含 正 常数 与 09 均 为 可 以 有 效 地 计算 的 绝对 正常 数 。 它 
Mg kg Nd, M HER. 

因此 由 (6.223) 可 知 , RER 01 充分 大 ( 仍 是 一 个 可 以 有 效 地 
计算 的 绝对 正常 数 , 与 9、.V d, k MHR), 4d> expexp(e,Ng*) 
时 , 即 有 


HgvM(UogM)™iN! JT (+ p8)-4, 
pic loea yee 
最 后 ,结合 (6. Ms ,得 到 
, (logd) »-1 -7 -4 
Ld, x) >= gin  (loglogd)* + k+ adhe, (1 + P ) $ 


a onde 
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此 即 定理 5.2. 
终于 完成 了 Goldfeld 定理 的 证 明 ， 


本 章 评 注 


1. Gauss 猜想 存在 无 穷 多 个 类 数 为 1 的 实 二 次 域 ， 这 是 一 
个 非常 困难 的 问题 。 至 今 尚 未 看 到 解决 这 一 问题 的 任何 线索 。 我 
首次 阐述 的 。 

2. 对 于 实 二 次 域 类 数 为 工 的 判别 准则 , 有 相当 一 部 分 数学 家 
研究 过 这 一 问题 。 例 如 , A Ankeny, Hasse, Chowlatiaz i, R 
们 用 连 分 数 给 出 的 这 些 准则 , 取 自 我 们 1979 年 来 发 表 的 一 系列 论 
Sen] | 这些 工作 的 某 些 方面 后 米 又 为 A. Mollin,O. Williams, 
H.Yokoi.G. Lachaud (例如 , 可见 参考 文献 -80] 的 介绍 ) 所 重新 发 
现 。 

3. FUE) BOR Ze Ht AB MORE, 与 实 二 次 域 的 研究 有 很 
大 关系 。 这 方面 的 第 一 个 工作 是 了 . Hirzebrach 于 1973 年 首先 
给 出 的 (参阅 参考 文献 [L113)])。 后 来 我 们 在 1983 年 以 后 的 一 系列 
工作 让 ~ ] 中 ， 把 这 个 Hirzebruch-Zagier 类 数 公式 做 了 许多 扩 
K. 这 就 起 第 三 节 的 内 容 ， 最 近 我 们 "又 有 了 一 些 新 的 进展 ， 
限于 篇 幅 , 没有 写 入 本 书 。 

4. 第 四 节 讨 论 的 S.Ghowja 的 一 个 猜想 ，A.Mollin 与 
04.wWiamns! 站 也 作 了 很 好 的 探讨 , 两 者 之 间 各 有 所 长 。 我 们 这 
里 的 讨论 似乎 更 为 充分 得 多 ， 但 目前 尚未 看 到 这 一 猜想 在 近期 被 
解决 的 可 能 性 。 我 们 的 方法 还 可 用 到 类 似 的 实 二 次 域 的 研究 中 
去 。 

5. BET py Goldfeld 定理 与 上 一 章 的 关系 是 很 紧密 的 ， 但 
由 于 实 二 次 域 与 虑 二 次 域 有 本 质 的 不 同 ， 所 以 证 明 方 法 是 有 所 不 
同 的 。 我 们 把 Goldfeld 的 原始 证 明 中 的 若干 不 够 明显 的 地 方 作 
TEB, 对 于 有 兴趣 的 读者 会 因 有 用 的 。 然 而 要 找到 满足 BS?” g 


ane 实 二 次 域 的 Gauss 类 数 猜想 ELE. 
猜想 的 秩 为 生 的 椭圆 曲 组 ， 目 前 尚 无 可 能 .可 做 的 事情 是 把 定理 


中 的 两 个 有 效 常数 C1, 02 明确 地 定 下 来 ， 当然 是 应 该 尽 可 能 地 
好 。 


ATÆ 


Hirzebruch 和 与 Hecke a -f- 


HEAK KEERA, HE A TE ARK, 我们 在 
第 三 章 中 定义 了 一 个 所 谓 的 Hirzebruch 和 。 我 们 发 现 这 个 和 在 
Hecke 算 子 下 的 变化 , 有 点 像 加 有 函数 , 而 相应 的 固有 值 与 a 所 属 
二 次 域 的 正则 子 有 密切 关系 。 本 章 叙 述 这 一 现象 ， 在 第 一 节 中 首 
先 介绍 对 一 个 素数 P FIKRAN Pp) 的 基本 单位 
Ep = t+ 


结构 的 两 个 有 关 猜 想 , 即 是 Ankeny-Artin-Chowla 和 Mordell 猪 
fi, piu, 第 二 节 证 明 Hirzebruch 和 的 一 个 恒等式 。 第 三 ,四 节 
分 别 给 出 在 两 个 特殊 情况 下 , Hirzebruch 和 在 Hecke 算 子 作用 下 
的 固有 值 与 上 述 两 个 猜想 的 关系 。 


81 实 二 次 域 基本 单位 的 两 个 著名 猜想 


实 二 次 域 的 基本 单位 是 个 很 难 的 研究 对 象 , 除了 对 给 定 的 域 ， 
可 以 用 连 分 数 来 算出 它 之 外 , 几乎 没有 什么 话 可 说 。N.OQ.Ank- 
eny, E. Artin 利 S.Chowla 以 及 工 .J.Mordqell 分 别 在 1952 年 参 
考 文 献 [和 1960 年 参考 文献 [83] 中 提出 两 个 著名 狂想， 它们 很 
类 似 , 现在 我 们 叙述 如 下 ， 

猜想 1 (Ankeny-Artin-Ohowal) i # & p=l(mod4), 
4 Poll 方程 

£ — py = —4, 2, YEZ 

的 基本 解 为 


430 Hirzeoruch 和 与 Hecke 算 子 LATE 


t-u p 
Ep = 一 


则 pre, 
狂想 2( 世 .本 Mordell) ” 设 素 数 p=3(mod 4), 4 Pell 方程 
£ — py? =1, z, yez 
的 基本 解 为 
Ep=tt+u/ P, 
则 pre, 
附注 ”显然 se 均 是 相应 的 实 二 次 域 Q@(V 2 ) 的 基本 单位 。 
虽然 对 p<10*, 34 p= 1(mod 8); p<2000, 当 p = 5(mad 8); 
p<18000, 24 p=3(mod 4 时 ， 已 分 别 验证 了 上 述 两 个 猜想 的 正 
确 性 。 但 对 一 般 的 素数 ?, 似乎 还 看 不 到 处 理 它 们 的 线索 。 我 们 
将 在 本 章 中 把 这 两 个 狂想 与 Hirzebruch 和 在 Hecke 算 子 作用 下 
的 加 有 值 联系 起 来 ， 这 也 许 会 给 这 两 个 猜想 的 研究 带 来 一 线 和 着 
望 。 
emi.) 在 狂想 了 2 的 记号 下 , 我 们 有 下 列 的 结论 。 
O 当 素 数 2 = 工 (maod 4) 时 ， 
hi pju= tB p; (modp); 
2 


(2) 当 素 数 p= 3(mod 4) 时 ， 


DEA PE Q/P) 的 类 数 ，B 与 En, 分 别 是 Bernouli 数 与 
Kuler žr, 


定理 的 证 明 可 参阅 参考 文献 [50]。 
$2 ”Hirzebracb 和 的 一 个 恒等式 


Asi 24 Hy Hirzebruch 和 的 一 个 恒等式 及 其 证 明 。 由 于 证 明 
的 需要 ， 所 以 首先 在 第 一 小 节 中 叙述 并 证 明 Dedekind 和 的 一 个 


8 31 Hirzebruch 和 的 一 个 恒等式 431 
Petersson-Knopp 恒等式 。 然 后 在 第 二 小 节 中 利用 后 一 恒等式 给 
出 第 一 个 恒等式 的 证 明 。 
2.1 Petersson—-Knopp 恒等式 
定理 2.1 WA, k, neZ, k, nol, 我 们 有 恒等式 
D s(Gh+ bk, dk) =a(n)sth, k), 


ad=n Kmod a) 
a> 


这 里 4, b, deZ, oln) 是 mn 的 正 因子 的 和 s (为 从 是 Dedekind 
Ah 并 对 g- e.d. (h, V >1 也 有 定义 ， 


s(hm, km) =s(h, k), 如 mEN, (7.1) 
证 明 已 知 对 Dedekind 7 函数 有 
log n(t) = Wee Sole) extnr, Imt>0, (7.2; 


因此 , 对 任 一 个 素数 2, 有 


tT+b\ xine & 
loga (pr) + Sloga == =- 1 opt) 


_ SIn) a(n) G FINDT 一 poe a e-tint/p Semino? 


t=0 
_ (p+ Di , (p- pr O(N) ocwinpe 
=g t -BD eimino 
— SIn) gimine (1.3) 
-= p 
命 %= pm’, pan’, ir (7.3) ay 


logy ( pt) +S logn( 2+" te" )= (Pp ses (pont 


Kgs on. lwinpltle, 
“22 

1 
Sy zona aie, e2eingte 


Fa WW, Be 
141 1-1 7 
oop. = p +1, I y SEED (p +1) ote. >D, 


Hirzeb. uch 和 与 Hecke AF [第 了 章 


一 1 
logn( pr) + Silogn( 2+2) = o(p)logn (1) + 2- pos 
i=0 P 


(1.4) 
由 (7. 铺 可 知 , 我 们 可 设 h, kez, k>l, g.c.d.(h, k) =1, 
By) Ria, BEZ, 使 ah- Bk=1, 
容易 看 出 


° pê ( ,) 

| | k > pi ks 

p 1 a 8 \ p r) 0 1 

O 工 八 6 ) pa B-ab\;1 by 如 Plh， 而 5 满足 


a+ bk 

aT B+ bh 0 

( pf \? | imp [a+ bës 

(; s 8 |- k ph 0 1 

0 p)\\k h? | atbh gem 
P 


/1 | 
\ p h— dk \o pl 


如 pia+ bk, b eR O<bi<p-1, p'B+bh-b (a+ dk), 


因此 可 知 , 对 ad= p, a, b, de Z, d>0, 0<b<d-1, 存在 a', B 
W, k, a, d, VEZ, 使 有 


a b\/a B a! Bi\/al b 
Gal oy ED 
0 d/\k h kt KIOO 
a'd =p, a, b, d EZ, 0<b’<d’-1, k’>0, d’>0, 
命 


a b a B\ a! b \ a! B/ 
a}! | h (4 aj’ = (o vp 
WA V, V’ESL,(2) BMV =V'M', 以 及 


af = (aa + bk), hr = ee, p = ee, (7.6) 
WME +h/)d! = (kt +h)d, 
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由 此 及 log?m(z) 的 变换 公式 ( 见 第 三 章 定 理 LD 可 有 
en (MV <r) =logn(V’M'<ty) = logn í M’<t)) 
+5 log( -ilk Mt} +h’)) +- ADT (K +a) ~ixs(% k’) 


/ Sithi) 


=logn(M’<t>) + log; ins(h’, k’) 


xip (a'dh—b’dk _ ad'a+bd'k 
+ pare (A ? t— z ) 


= logn (M’<TY) + x L log( —4(kt+h))+ - z (logd — logd’) 


/ a'h b b P 
(aha an ar) irs, BY), 
在 上 式 两 边 对 ad= p, d>0, O<b<d_-I3R MH, 并 用 (7.6) 即 有 
Ss (h, $”) = ZCP) | Jogn(r) + 3 log( — i (kt +h)) 


zila- hò 


or logn(V Lr)) | (7 .17) 
这 里 还 用 到 了 下 列 事实 , 对 固定 的 VM, 用 对 应 (7. DIV’ 
M’ 是 唯一 的 。 
对 (. 7) 的 右边 再 用 logm(z) 的 变换 公式 ， 而 对 左边 用 (7 .6; 
可 得 | 
o(p)s(h, = Bs K) = Ds (TPE, aE) 
= S's (a/dh — b'dk, dd'k) = S's(a/h— d'k, d'k) 
=> S? s (ah + bk, dk). (7.8) 
ad= =p b= 0 
RB AT TD asAath, k)=s(h, k), 
由 (7.8) 即 知 定理 2.1 对 %= 2( 素 数 ) 是 成 立 的 。 
X h, keZ, k>0, & 
f (3)=sCh, hk), (7.9) 
则 由 (7.1) 知 定义 (7.9) 是 合理 的 , AG | 
f (@+1)\=f (a), %EQ, i (7.10, 
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对 任 一 个 正 整 数 W， an Hecke 算 子 Tinin Fs 
b 
TAa D AE) aw 


n aden b(modd) 


aia, d, beZ, FEELER ERARA 1 Hee. 
容易 证 明 有 : 
人 ) F) (2) = (T(P) F)() 


+ Tp" DFP) C), m PARR | 为 正 整数 ， (7.12; 


T, (nn) = Ti(m)Ti(m), mm, n KERKEZ, C. 13) 

TiTi na =T AT m), mm, n 为 正 整 数 ，(?.14) 
在 定义 了 了 (( 10) 5.) F, 定理 2. 工 可 改写 为 下 面 的 形式 ， 
ewe. 对 任 一 个 正 整 数 w RNA 


(Ty(n)f) (2) = Ze f(a), (7,15) 


由 了 1(n), n, aln) KRET A, R ERAR p 来 证 明定 理 
2.1, 1=0 Rf, (7.15) 显 然 成 立 ;1 = 工时 , 上 述 的 讨论 ， 即 由 (7.3) 
知 ，(7.15) 也 已 成 立 。 以 下 用 归纳 法 ， 即 对 >2, 假设 (7. 巧 ) 对 
l- L, 1-2 ERY, 即 假设 已 有 


TEDN) ia (大 
TPH (FE) E (2), 
则 由 (7.12) 即 知 有 
Tip S)( 2) = TTA (Z) 
-ETDD 


= (ZPD _ Btn) \ f 的 


-eg rC) 


这 就 完成 了 归纳 步 又 。 由 归纳 法 即 知 定理 24. 二 已 经 成 立 , 从 而 定 
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理 2. 工 获 证 。 
附注 ”我 们 也 可 改写 定理 2.1’ 为 下 面 的 形式 。 
定理 2.1” 对 任 一 个 正 整 数 ”% 我 们 有 
(Tin) f) (@) =a(n)f @), 
这 里 T(n) =nT (mn), 
2.2 Hirzebruch 7m H—TP BER 


本 小 节 中 , 我 们 要 证 明 下 面 的 定理 2.2. 
定理 2.2 BH D=B+4AC 是 一 个 非 完 全 平方 的 正 整 数 ， 其 
中 A, 如 CE A>0, Hgc.d. (A, B, C)=1, 则 对 任 一 个 正 
SANRA- KRE pa PIND, 有 
之 ， J (DN?; DN? (g.c.d. (Am?, BN + 2Amn, 


1<n, we Z 
wCmoedin) 


Aw? + Bnw —Cn?))~*) 
wu (PEt) =0(W)I (DN, D)W (a), 


RB ON) AN WERT MA 对 一 个 实 二 次 无 理 数 8B, WCB) 是 
其 Hirzebruch 和 各; J (DN; 了) 定义 为 


2 Y ~ loge pys 
J (DN D) = Eat, 


这 里 , 对 一 个 非 完 全 平方 的 正 整数 Di， eo, 是 Pell 方程 
æ? — Dy:=4, x, EZ 
HRA, HELAI (DN? 功 显 然 是 一 个 正 整数 。 
证 明 取 模 方 阵 | 


t+BNu CNu 
id = 2 


— € SL,(Z 
ANu soe. 4), 


t— BNu 


i ek + Amuw —u(Aw* + Bwn- Onr? 2) 
M,,m ,wa = 
Amt 一 一 Do 一 一 一 Lal 


ESL,(Z), 
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其 中 已 设 Pell 方程 


~DN*y=4, £, yeZ 


的 基本 解 


Enya = 


t+uN./D 
2 3 


它 等 于 eO ， 这 里 bp =” Hesp 是 Poll 方程 


~ Dy =4, æ, YEZ 


的 基本 解 


-> 
dn 


用 第 三 章 的 定理 1.2， 由 于 Ma Mayne SL. A 


3+ J (DN Dyw(a) = i -12s( 0, ANw) (7.16) 


34+J(DN%, DN:)g.c.d. (Am’, BN +2Amn, Awt + Brow 
—Cn*))~? wy (met =e) 


=i 12( 12A — Amuro, Aum? ), I) 
对 (7 LOR AL 并 用 定理 2 工 即 有 
3a(N) + ay J (n, m, w, ayy (Rate). SY t 


lam, Ne 


wmodrr) w modin) 
-2 © s [an - Amuw, Aum* ) 
lemned | 
w(modm) 
_ to(N) ( (+ t- BN 
=y 12 ay SN —“9 - Amano ). nAum: ) 
Lerne 
wCmodn) o 
_ ta(N* _ ( t—BNu AT A l 
=y 12 no S| % —y— + ANuw, ANum) 
| weed) 
to(N) _ (二 — BNu 
= FON 12g: N)s 9 , ANu u) 


=0 (N) (3+ J (DN; DY (0), (7.13) 
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这 里 已 简 记 
J (n, m, w, a) = J (DN’, DNi(g.c.a. (Am, BN +2Amn, 
Aw? + Bwn — Cn*))7*), (7.19) 
并 在 最 后 一 步 中 用 了 (7.16)， 
由 (人 7. 13) 即 知 定理 4.2 已 经 完全 证 明 。 
附注 (7 19) 的 简略 记号 以 后 将 经 常 使 用 


$3 AAO 狂想 与 Hirzebruch 和 


本 节 中 我 们 讨论 AAC 猜想 与 Hirzebruch 和 的 关系 。 
首先 证 明 下 面 的 定理 。 


定理 3.1 设 索 数 D= Limod4), a= ENEP ,其 中 有 理 数 


数 4,b 满足 
a>0, g.c.d.(a, 2p)=1, ol47—2b., 
那么 我 们 有 


(T (pyP) (a) = (pgp + DY (a), T(p)= pl i(P). 
XE TP) ACT IDEK Hecke H+; 
B | 如 plus 
” | p, 如 pte, 
其 中 已 设 实 二 次 域 Q:w/D) 的 基本 单位 为 
e= trev 2 


证 明 在 定理 2 2 中 取 
A=a, B=2), 0= 427"), D=B*+4AC=16p, N= p, 


a 
HL g-c.d. (4, B, 0) =1。 容易 算出 
J (DN; D) = gp, 
I, i] n= p, m=1, w=0, 或 n= 
= 0 < -1 } b 
J (n, mt o = m= p, xwx p- l, m paw os 
Jo, i n=l, m= p, O<w<p-l, 


而 plaw + , 
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这 里 已 采用 (7 .19) 的 简略 记号 ， 这 样 , 由 定理 2.2 可 得 
(T( pW) (a) = (pt+1g,¥ (a) 
| _ any +b +./ 40 7 0 
+ gyo (Seer ewe ) (7.20) 


a 
其 中 有 理 整 数 wo 满足 
wo + b= O0(mod p), 
A wo 二 0=mnp, neZ, WA 
alau + 2bwy -C) = (aw +b)2-4 p= (n’* p-A4) p, 
因此 有 
n° p~-~4=ad, dEZ, 
avi + 2bwy—-C=dp, 
并 可 有 
nb —4=a(d-—won), 
由 于 素数 p= (mod 4), FE x, ye Z 使 


a? — py = 一 二。 
HW, 2", Wy, Sv=2m, MEZ, MA 
4x} —- py’ = -1, 


命 
Az=y-amn, B=wy+(d-won)%, C= -- ary, D= py + ba, 
则 有 AD- BO= py -4si=1, 所 以 


AB 

t- ñ JESZ), 
容易 算出 

Hh (ay = Oot b+ Vip 

ap , 

这 样 , 由 Hirzebruch 和 的 定义 有 

v(t tM) wa), (7.21) 
由 (7.20) 与 (7.21) 即 得 定理 3.1, 


推论 ”如 对 一 个 素数 p=1Cmod 4)AAO 猜想 成 立 , WA 
W(p/4p) = pVY(V ED )。 
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证 明 在 推论 的 假设 下 , 有 gs= 2。 从 而 Pell 方程 

s? —4py’= I, x, yeZ 
的 基本 解 4+ ww 了 满足 ple, HRE M, 由 
(+u ip) =t; +u Vip 1<j<p-l) 
定义 的 有 理 整 数 u 满足 
piu, I<j<p-1, 

由 此 不 难 证 明 下 列 两 个 集合 的 相同 。 

tae (modp), l<j<p- 1l ={j(modp), l<j<p-}, 
从 而 , 对 任 给 的 有 理 整 数 w， 如 有 名 关 0Cmod p)， 则 存在 一 个 J, 


I< jos p ~ 1, 使 
Uj W + ZA = 0 (mod P). 


A 


A = wu ntin 


p '’ B=wt,,+4pu,, C=u,,, D= pty, 
Wa AD- BO =#,-4p2,=1, 从 而 
n- 5 e Sta), 
容易 验证 : 
| iip4py = Pt AP, 
因此 得 到 
v(t J= wp Vi), inl<w<p-1, (7.22) 
在 定理 3.1 中 ,到 4=1, b=0, 并 用 (7.22), 可 得 


(p+ DY (VE) = pe (p VIP) + (2), (7.23) 
再 在 定理 2.2 中 取 A=1, B= 0, C= p, N=2, 则 有 D=4p， 
a= VP， 由 于 ( 仍 用 简化 记号 (7.19)) 
1, gn=2, m=1, | 
J(n, m, w, ae 如 %=1, m=2, w=0, 
4, 加 n=1 m=2, w=1, 
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所 以 由 定理 2.2 有 
v O/P) +Y (LP) +I dep pe (IXP) 
= 3316p; 4p)W(./ Pp), (7.24) 
ESD gt 3/ 2 的 简单 连 分 数 展开 式 基本 周期 的 长 度 均 
是 奇数 , CE ALET 
W (YD) = w (++ VP) =0, (7.25) 
ORE h (7. 24) 5 (7.25) 即 有 
w (mE) = -W2 V p), 


2 _ 
v (=P 2p) =Y (VIP). (7.26) 
A P 


由 (7.23) 与 (7.26) 即 得 所 需 的 结论 。 推 论证 毕 。 
下 而 我 们 再 来 证 明定 理 3.2. 


定理 3.2 Bex p= 1(mod4), e = tu 是 实 二 次 域 
Q( VD) 的 基本 单位 ， PRESO EFREX 


p® u. 
那么 我 们 有 : 
(1) 对 任 一 个 非 负 整数 X， 有 
(T (p®)W) (2V p) = MY (2 Vp), T(n) = 7'.(n), 
其 中 1) 由 @. 卫 ) 定 义 , 和 0o=1, mA klf, 
| he = S09”, k>, 
n=Q 
这 里 
g? = | 1, 如 Ox<n<a; 


pe’, 如 n=, 
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(2) yf Dirichlet 级 数 
J,(s) = > 


k=0 P 


Ax 


ks 


, Re s>3, 


有 


1 , 4 o = 0; 
J (s) = (11-i pane. ws n 
站 \(1-@-D¥ con)’, mozi, 


这 里 入 = po, 
推论 AAC 猜想 等 价 于 J,(s) 是 P1(F,,) 的 Zeta 函数 。 
定理 3.2 的 证 盟 ” 对 一 个 非 负 整数 65, > 


2 
v2). y w( 
r(m2)-_ z v(x], 
我 们 先 来 证 明 下 面 的 命题 . 
命题 ”对 一 个 非 负 整数 6, RING 


(pty EE V p), 


(T(P) OV p) =m VP), 
这 里 


k k 
Hr = Pg, hy = = ln = 2 P95”, k>0, 


命题 的 证 明 ”首先 由 定理 3.1 及 其 推论 的 证 明 ( 即 (7.26)) 
As 
Ag=1, A, =14 pg, m=i, 
其 次 区 别 p= Lamod 8) 45 p= 5(mod 8) 两 种 情况 , 不 难 证 明 
J (16 p***!,16p) = gf, k>0, (7.27) 
由 此 易 得 


J (16p2*+1, 16p°+1) = es» w Oxak, (7.28) 
P 


在 定理 2.2 中 , 取 A4=1 B=0, C=4p, N= pr, k>2, 则 有 
D=16p, a=2V 7. 


易 知 锁 个 满足 %+n= om, n 之 0 的 整数 m,n 有 
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g.c.d.(p'™, 2p™o, w? — 4p!) 
i L, gy m= 0 或 phu; 
p, in pw, Hn=0, m= k; 
=) p?g.c.d. (PPD, Qom-lay wt 一 Ap2(n-1) +1y 
如 p | w, w=, An, mæl, 
这 样 由 定理 2.2 与 (7.27) 可 得 
op gD ./ p) = (T(p)W) (2 p) 
r 2 
+ (J (16 p+; 16p%*-5 - DT pt; -二 
(Ps 5) 


+ F(16 p7**); 16 p- 350 (p*-?) J 16 p™-3; 16 p) 
WV 2./ p)—- (T (pt *)h)(24/p), 
从 而 再 用 (7 28) 即 有 
(T(P) OV p) = (Tp DY) Vp) 
+ (p* + pe!) gw (2 VP) 


+ (1-9 )T (Ps = 1, ss) iy k= 2. (7.29) 
再 在 定理 2.2 中 , 取 A= 2， BO C-A Nap, 即 可 得 出 
2 — 
T (ps 5)= poy QVD), (7.30) 


最 后 , 在 定理 2.2 中 , A= p, B=0, 0=4, N= p*, b>2, 
并 注意 到 : WIPE Rm, n=k-m>0 有 
g.c.d. (prt! prilay, pw? — 4p’) 
1, nn =0; 
P, 如 %= 上 或 %, m>1l m ppo, 
p?g. c.d. (pmD+1 2p- +g, puž -4p 0-0, 
Hn, mèt, pw, w= pu, 
则 可 得 


o( pr) Tp 16p)v(——.) =T (ps =) 
+ J (16 p?*+}, 16 p?*-1) (T (p*")W) (2./p) 


$ 3] AAC 385 Hirzebruch 和 443 


2%- x— ok 2 
+ J (16p**, 16 p** \a(p 2) J (16 p siepe (3) 
- J (16 p**!, 16p24-1) (Lp 3)W) ÈV P) 
(3 k=2 时, 这 项 为 0) 
B+ k- | 2 
— J: 16 p**1, 16p: Tp ,5) 
由 此 及 C7. 26), (7.28), 得 出 
g yo 2 
7 (p33) e Se) 
a + pt!) gw 2./p) 
- (T (P-Y) VP) 
+e (T (P-D) VP), (7.381) 
Ep3 k=2h, 最 后 一 项 为 0. 
由 证 明 的 开头 所 述 及 (7.30) 可 知 , 对 有 = 0, 1 命题 已 真 , 即 已 
证 明 Ao =1, A, = pg +1, Ho = 1, hy = pgs, 我 们 对 k>2, 来 用 
归纳 法 , 由 归纳 假设 及 (7 29) 与 (7.31) 可 得 , 5 k>2 时 , 有 ， 


Cx) 
bx = a (Una = Ari + Aws) + (p+ DP) gi 


= > (pët g3 — p*- 1g tend) 一 pT? ggd) 


+ (p+ PDIP = P", 
与 


和 = Aya + (1— 9 ri 1) >) i+ (p* + p*-*) gf 


大 一 多 
= 3 +l) + Cote po 
P 


= > pgs”, 


这 就 证 明了 命题 在 % 时 也 成 立 , 由 归纳 法 , 命题 已 真 。 
定理 3.2 证 明 的 继续 ”定理 3.2 的 第 一 个 断言 ， 由 命题 立刻 
可 得 。 由 此 可 知 : 
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-Ks (1)— Rr < -bs 
9(s) = Ssh Èp > prgs > p'a Dp 
= (1 -= p) D gP pn 
n= 


=(1- 2 peed $ pre pee“) 
= (1- pS {1 - poe) -pe 
+ pre GDL p76-2)-t) 
I, Hy} @ = 0; 

_ -1 2 -1 
SADI- p M (P-D py", most, 
其 中 和 = 2 一 。 征 理 证 毕 。 

推论 的 证 明 是 显然 的 。 

附注 ”如 果 我 们 能 证 明 Jp(s) BARH EF 上 的 一 个 绝对 
非 奇 异 射影 波形 的 Zeta 函数 ， 则 由 A.Weil-P.Deligne 定理 ， 就 
证 明了 AAO 猜想 的 真实 性 , 所 以 上 述 的 论述 指出 了 AAO 猜想 研 
究 的 一 个 可 能 的 途径 ， 


§4 ”Mordell 猜想 与 Hirzebruch 和 和 


在 本 节 中 , 我们 给 出 与 83 的 定理 3.1 和 定理 3.2 类 似 的 两 个 
定理 。 
定理 4.1 设 有 理 素数 p=3(mod 4), pe 其 中 
b 为 有 理 整 数 , AWE 
a>0, pta, alp—b?, 
那么 , 我 们 有 
(T(p)¥)(a) = ((p+2)g,- DW(e), T(D) = PT (P), 
这 里 T1(P) 为 (7.11) 定义 的 Hecke HF, 
g -| 如 plus 
"1p, an pit, 
其 中 已 设 实 二 次 域 @(Cw 2) 的 基本 单位 为 
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e=tt+u/?p, 
证 明 完全 与 定理 3.1 的 证 明 类 似 。 
推论 ”如 对 一 个 素数 2=3Cnod4)，Mordel 猜想 成 立 , WA 
W( p/p) =(pt2Bw/p), 
证 明 ”与 定理 3. 工 的 推论 的 证 明 完 全 类 似 。 
定理 4.2 ”对 一 个 素数 P=3(mod4), 令 实 二 次 域 QCY PD) 的 
基本 单位 为 E= i+w p, 非 负 整数 @ 由 下 式 定义 ， 
p° lu, 
则 有 : 
(D 对 任 一 个 非 负 整数 有 有 
(T( POW) VD) =E (Vp), TH) =nT (n), 
CET) 由 人 (7.1 定义 , Xo= 工 , my hol, 有 
k n+l 
Ag = 2 < 一 二) 天 p” -天 A 2 gm, 
其 中 
"=| ， Ona, 
pr’, 如 nn 宇 @。 
(2) 对 Dirichlet 级 数 


Jp(8)= Res >3, 
有 
JCs) = (14A) -iT pA) 11 pA) 1 
(1+ pd), gy œ = 0, 
(1 —(p?-2)\+ (pP - p*)), twmo=l1; 
) (Lh = (p?-2)N- 2 2-1) Sy 
(L— (p?-2) (p p> 
+ pp? + pe~l- 2ypetty, 如 o> 2, 
这 里 入 = prs, 


证 明 与 定理 4 的 证 明 完全 类 似 , 这 里 不 再 歼 述 。 
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本 章 评 注 

1. Ankeny—Artin-Ohowla #7 Mordell 关于 Pell 方 程 的 两 
个 猜想 提出 至 今 已 有 三 十 多 年 的 历史 ， 但 至 今 仍 无 从 下 手 。 本 章 
所 提供 的 事实 说 明了 这 两 个 猜想 与 Hirzebruch 和 在 Hecke 算 子 
作用 下 的 特征 值 有 密切 关系 , 有 点 类 似 于 也 ecke 尖 点 形式 在 Heckae 
算 子 作用 的 特征 值 与 Fourier 系数 的 关系 。 因 此 这 两 个 猜想 在 某 
种 程度 上 与 Petersson-Ramanujan 猜想 有 点 类 似 。 后 者 已 在 很 
多 情况 下 出 P.Deligne 证 明 ， 他 是 基于 他 所 证 明 的 A.Wei 猜想 
而 得 到 的 。 因 此 能 否 借 鉴 这 一 点 是 令 人 感到 兴趣 的 。 

2， 有 关 的 结果 , 取 自 参考 文献 [63 一 67] 。 

3. Petersson-Knopp 恒等式 的 证 明 引 自 人 参考 文献 [40] 。 
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